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Wstep

Gléwnym tematem prezentowanej serii ksiazek sa liczby i ich przerdzne wlasnosci. Autor
od najmlodszych lat zbieral wszelkie fakty i ciekawostki dotyczace najpierw liczb catkowitych
i wielomianéw o wspdélczynnikach catkowitych, a nastepnie dotyczace rowniez liczb wymier-
nych, rzeczywistych, zespolonych oraz wielomianéw nad tymi zbiorami liczbowymi. Nazbie-
rato sie sporo interesujacego materiatu, ktérego wybrane fragmenty beda tu przedstawione.

Material pochodzi z wielu réznych zrédet. Sa tu zadania i problemy, ktére znajdziemy w
popularnych czasopismach matematycznych. Wsrdd tych czasopism jest wychodzace od 1894
roku (przewaznie 10 numeréw w roku) The American Mathematical Monthly. Sa wéréd tych
czasopism réwniez: angielskie czasopismo Mathematical Gazette, , kanadyjskie Crux Mathe-
maticorum, rosyjskie Kwant, chinskie Mathematical Fxcalibur, itp. Godnymi uwagi sa rowniez
polskie czasopisma popularno-naukowe: Delta, czasopismo dla nauczycieli Matematyka oraz
inne.

Istotna role w prezentowanym materiale odegraly zadania z olimpiad i konkursow mate-
matycznych catego $wiata. Kazdego roku pojawiaja sie opracowania, ksiazki oraz artykuty
dotyczace zadan z réznych zawodéw matematycznych. Wspomnijmy tylko o prestizowych
seriach ksiazek z zawodéw International Mathematical Olympiad (IMO) oraz Putnam Mathe-
matical Competition. Sporo oryginalnych zadan znajduje sie w opracowaniach dotyczacych
olimpiad matematycznych w Rosji lub w panstwach bylego Zwiazku Radzieckiego. Polska
réwniez ma wartosciowe serie tego rodzaju ksiazek.

Zebrany material pochodzi rowniez z réznych starych oraz wspdlczesnych podrecznikéw
i ksiagzek z teorii liczb. Wykorzystano liczne ksiazki popularno-naukowe oraz prace naukowe
publikowane w réznych czasopismach specjalistycznych. Sa tu tez pewne teksty pochodzace
z internetu.

Wiekszo$é¢ prezentowanych faktow ma swoje odnosniki do odpowiedniej literatury. Odnos-
niki te wskazuja tylko wybrane miejsca, w ktérych mozna znalezé albo informacje o danym
zagadnieniu, albo rozwiazanie zadania, albo odpowiedni dowdd. Bardzo czesto omawiany
temat jest powtarzany w réznych pozycjach literatury i czesto trudno jest wskazaé oryginalne
zrodta. Jesli przy danym zagadnieniu nie ma zadnego odnosnika do literatury, to oznacza to,
ze albo omawiany fakt jest oczywisty i powszechnie znany, albo jest to wlasny wymyst autora.

Elementarna teoria liczb jest wspanialym zZrédlem tematéw zachecajacych do pisania
wlasnych programéw komputerowych, dzigki ktorym mozna doktadniej poznaé¢ badane prob-
lemy. Mozna wykorzysta¢ znane komputerowe pakiety matematyczne: MuPad, Mathematica,
CoCoA, Derive, Maple i inne. W prezentowanej serii ksigzek znajdziemy sporo wynikéw i
tabel uzyskanych gltéownie dzicki pakietowi Maple.

We wszystkich ksiazkach z serii ” Podréze po Imperium Liczb” stosowaé bedziemy jedno-
lite oznaczenia. Zaktadamy, ze zero nie jest liczba naturalna i zbiér {1,2,3,...}, wszystkich
liczb naturalnych, oznaczamy przez N. Przez Ny oznaczamy zbiér wszystkich nieujemnych
liczb catkowitych, czyli zbior N wzbogacony o zero. Zbiory liczb catkowitych, wymiernych,
rzeczywistych i zespolonych oznaczamy odpowiednio przez Z, Q, R oraz C. Zbiér wszystkich
liczb pierwszych oznaczamy przez P.



Najwiekszy wspdlny dzielnik liczb catkowitych ay, ..., a, oznaczamy przez nwd(ay, ..., ay)
lub, w przypadkach gdy to nie prowadzi do nieporozumienia, przez (ai,...,ay). Natomiast
najmniejsza wspolna wielokrotnosé tych liczb oznaczamy przez nww(ay, . .., ap) lub [a1, ..., ap].
Zapis a | b oznacza, ze liczba a dzieli liczbe b. Piszemy a 1 b w przypadku, gdy a nie dzieli
b. Cze$¢ calkowita liczby rzeczywiste] x oznaczamy przez [x]. JeSli m jest liczba natural-
na, to ¢(m) jest liczba wszystkich liczb naturalnych mniejszych lub réwnych m i wzglednie
pierwszych z liczba m. Liczbe elementéw skoniczonego zbioru A oznaczamy przez |A|.

Pewne zamieszczone tutaj fakty przedstawione sg wraz z ich dowodami. Poczatek dowodu
oznaczono przez D.. Pojawiaja sie¢ réwniez symbole R., U., W. oraz O. informujace odpo-
wiednio o poczatku rozwigzania, uwagi, wskazowki i odpowiedzi. Wszystkie tego rodzaju
teksty zakonczone sa symbolem X. Skrét ”Odp.” réwniez oznacza odpowiedz.

Spis cytowanej literatury znajduje sie na koncu tej ksiazki (przed skorowidzami). Liczby
pomiedzy nawiasami ( oraz ), wystepujace w tym spisie, oznaczaja strony, na ktérych dana
pozycja jest cytowana. W pewnych podrozdziatach podano réwniez literature dodatkowa lub
uzupetniajaca. Informuje o tym symbol .

Seria ”"Podréze po Imperium Liczb” sklada sie z pietnastu nastpujacych ksiagzek.

01. Liczby wymierne;

02. Cyfry liczb naturalnych;

03. Liczby kwadratowe;

04. Liczby pierwsze;

05. Funkcje arytmetyczne;

06. Podzielnosé w zbiorze liczb catkowitych;
07. Ciagi rekurencyjne;

08. Liczby Mersenne’a, Fermata i inne liczby;
09. Szesciany, bikwadraty i wyzsze potegi;
10. Liczby i funkcje rzeczywiste;

11. Silnie i symbole Newtona,;

12. Wielomiany;

13. Nieréwnosci;

14. Réwnanie Pella;

15. Liczby, funkcje, zbiory, geometria.

Wszystkie ksiazki z serii ”Podréze po Imperium Liczb” zostaly wydane przez Wydaw-
nictwo Naukowe Olsztynskiej Wyzszej Szkoty Informatyki i Zarzadzania im. prof. Tadeusza
Kotarbinskiego. Pierwsze wydania tych ksiazek pojawily sie w latach 2008 — 2011. Autor
otrzymal sporo interesujacych listéw z uwagami i komentarzami dotyczacymi omawianych
zagadnien. Byly tez listy, w ktorych wytknieto szereg pomylek, bledéw i niedoktadnosci.
Autorom tych wszystkich listéw nalezg sie szczere i serdeczne podzickowania.

Teraz, w tym drugim wydaniu ksiazek serii ”Podréze po Imperium Liczb”, przestane
uwagi zostaly uwzglednione. Naprawiono bledy, dotaczono pewne dowody oraz podano nowa
aktualna literature. Wydanie to jest rozszerzone, uzupelnione i wzbogacone o pewne nowe
rozdziaty lub podrozdziaty.
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W pietnastej ksiazce z serii ” Podréze po Imperium Liczb”, zajmujemy sie liczbami, funk-
cjami, ciagami, zbiorami i geometrig. Jest to ostatnia ksiazka z tej serii. Przedstawiamy w
niej pewne dodatkowe zagadnienia, ktérymi nie zajmowaliSémy sie w poprzednich ksiazkach.

Ksiazka sklada si¢ z dwunastu niezaleznych rozdzialéw. W rozdziatach pierwszym i dru-
gim zajmujemy sie ciggami, ktérych wszystkie wyrazy sa liczbami catkowitymi. Rozpatrujemy
zaréwno ciggi skonczone jak i nieskonczone. Wiele przeréznych informacji o tego rodzaju cig-
gach podaliémy juz w innych ksiazkach prezentowanej serii. Tutaj przedstawiamy, miedzy
innymi, skonczone ciagi Langforda oraz pary nieskonczonych ciggéw komplementarnych. Po-
jawia sie rowniez funkcje okreslone na zbiorze liczb catkowitych oraz dzialania okre$lone na
réznych zbiorach.

W rozdziale trzecim mowa jest o zbiorach. Analizujemy w nim pewne podzbiory réznych
zbioréw liczbowych. Sporo miejsca po$wiecamy na rozbicia zbioréw na parami rozlaczne
podzbiory. Z tego rozdzialu dowiemy sie, na przyklad, ze zbiér {1,2,...,n} mozna rozbié
na trzy parami roztaczne podzbiory o jednakowych sumach wtedy i tylko wtedy, gdy n jest
wigksze od 4 i jedna z liczb n lub n — 1 jest podzielna przez 3. Dowiemy sie¢ réwniez, ze
istnieje nieskonczony zbior przeliczalny posiadajacy nieprzeliczalng rodzine podzbioréw taka,
ze przekrdj dowolnych dwéch réznych podzbioréw jest zbiorem skoficzonym.

Jezeli n przedmiotéw rozmiescimy w k szufladkach i n jest wieksze od k, to w ktérejs szu-
fladce znajduja sie co najmniej dwa przedmioty. Ten oczywisty fakt, zwany zasadq szufladkowqg
Dirichleta, ma wiele przerdznych zastosowan. Z zasady szufladkowej Dirichleta korzystaliSmy
juz wielokrotnie w dowodach réznych faktéw przedstawionych w ksigzkach z serii ” Podréze
po Imperium Liczb”. W rozdziale czwartym przedstawiamy inne zebrane zadania i fakty, w
ktorych te zasade sie wykorzystuje.

Spéjrzmy na ponizsza nieskoniczong tablice liczbowa.

112131456 |7|8]9|10]11]12
21416 |8 (101214 |16|18]20 22|24
316119 (12]|15|18(21(24|27|30|33]|36
418 [12]|16 2024|2832 |36|40 |44 |48
5110 (15]20 (25|30 |35 |40 |45 |50]55]|60
61218 |24 |30 |36 |42 |48 |54 |60 |66 |72

W pierwszym wierszu tej tablicy sa kolejne liczby naturalne, w drugim kolejne wielokrot-
nosci dwdjki, w trzecim kolejne wielokrotnosci tréjki, itd. W trzecim wierszu znajdziemy, na
przyktad, klatke z liczba 15. Sasiadami tej klatki sa klatki z liczbami 8, 10, 12, 18, 24, 20,
16 i 12. Suma tych wszystkich sasiednich liczb jest rowna 120, czyli jest 8 razy wieksza od
poczatkowej liczby 15. Okazuje sig, ze tak jest zawsze. Otrzymana suma sasiednich liczb jest
zawsze 8 razy wieksza od danej wybranej liczby. Prosty dowdd tego jest w rozdziale piatym o
tablicach liczbowych. W rozdziatach 5 i 7 znajdziemy réowniez inne tego rodzaju ciekawostki
liczbowe.

Spoéjrzmy na nastepujace réwnosci:

— _ 4 7 9 _ 4 7 9
2+2=2-2, 1+24+3=1-2-3, 44749=-4.7.9



W kazdej z tych réwnoéci wystepuja liczby, ktérych suma jest réwna ich iloczynowi. Tego
rodzaju przykladéw jest znacznie wiecej. Zajmujemy sie tym w rozdziale széstym, Zbadamy
szczegotowo pewne problemy dotyczace rozwiazan réwnan postaci

TUA Tyt Ty = @12 T

Badamy réwniez zbiory rozwiazan troche innych réwnan. Do powstania tego rozdziatu w
duzej mierze przyczynit si¢ Lew Kurlandczyk, z ktérym autor w latach 1998 — 1999 wspdélnie
rozwazal omawiane w tym rozdziale zagadnienia.

W rozdziale 6smym badamy funkcje D : R™ — R"™, okre$lona wzorem
D((ml,:cg, . ,xn)) = (]a;l — 2o, w2 —x3|, ..., |Tpo1 — Tnl, |Tn — x1|),
dla wszystkich ciagéow (x1,...,z,) € R". Zajmujemy sie gléwnie ciagami postaci
z, D(z), D*(z), D3(z), ...,

gdzie © = (z1,...,2,) € R" i gdzie kazde D™ oznacza m-krotne zlozenie funkcji D. Niech
x = (x1,...,2,) € R™. Jedli istnieje m takie, ze D™ (z) jest ciagiem zerowym, to najmniejsze
takie m oznaczamy przez L(x) i nazywamy rangq ciagu x. Jesli natomiast takie m nie istnieje,
to méwimy, ze ciag x ma nieskoriczong range i fakt ten zapisujemy jako L(z) = occ.

Ktoére ciagi maja skonczong range? Czy dla kazdej liczby naturalnej m istnieje ciag o
danej dlugosci n, posiadajacy range réwna m? Czy funkcja L, ograniczona do zbioru ciggéw
o skonczonej randze, ma jakies gérne ograniczenie? Odpowiedzi na tego typu pytania znaj-
dziemy wtasnie w rozdziale si6dmym.

W 1948 roku B. Freedman udowodnit, ze kazdy n-wyrazowy ciag liczb catkowitych ma
skonczong range wtedy i tylko wtedy, gdy n jest potega dwdjki. W ostatnim podrozdziale
rozdzialu sibdmego przedstawiamy pewien elegancki dowdd tego twierdzenia. Jest to algebra-
iczny dowdéd podany w 1979 roku przez P. Zvengrowskiego.

Rozdzialy 9, 10 i 11 maja charakter raczej geometryczny. W rozdziale dziewiatym zaj-
mujemy sie punktami kratowymi, czyli takimi punktami lezacymi na ptaszczyznie lub w
przestrzeni, ktérych wszystkie wspoltrzedne sa liczbami catkowitymi. Caly rozdzial dziesiaty
poswiecony jest na omdwienie zwiazkéw liczbowych zachodzacych pomiedzy podstawowymi
elementami trdjkata. Rozne inne fakty i zadania geometryczne sa w rozdziale jedenastym.
Ksiazke te konczy rozdzial dwunasty o gestych podzbiorach zbioru liczb rzeczywistych.

Zakonczyliémy drugie wydanie serii ” Podréze po Imperium Liczb”. Ta ksiazka jest ostatnia
z tej serii. Do opublikowania tych ksiazek naméwil mnie mgr inz. Janusz Zwirko, Kanclerz
Olsztynskiej Wyzszej Szkoty Informatyki i Zarzadzania. Bez jego stéw zachety pewnie bym
nigdy tego nie opublikowal. W calym procesie wydawniczym dzielnie spisywali si¢ koledzy
Krzysztof Berent i Jerzy Niestepski. Prof. dr hab. Tadeusz Krasinski napisal ciepta
recenzje.

Wszystkim wymienionym osobom sktadam serdeczne podziekowania.

Torun, 7 marca 2013 roku, Andrzej Nowicki
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1 Ciagi, funkcje i dziatania
10

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
1.1 Ciagi Langforda
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
Spojrzmy na l4-wyrazowy ciag
4, 6,1, 7,1, 4, 3,5, 6,2,3, 7,2, 5.
Wyrazami tego ciagu sa liczby 1, 2, 3,4, 5,6, 7. Kazda z tych liczb wystepuje dwa razy. Pomie-
dzy dwiema jedynkami jest jedna liczba. Pomiedzy dwiema dwdjkami sa dwie liczby. Pomiedzy
tréjkami mamy trzy liczby, itd. Pomiedzy dwiema siédemkami znajduje si¢ doktadnie siedem
liczb. Podobna wtasnosé ma 8-wyrazowy ciag
27 3? 47 27 17 37 ]‘7 47

ktorego wyrazami sg liczby 1,2, 3,4 i kazda z nich wystepuje dokladnie dwa razy. Pomiedzy
dwoma wyrazami réwnymi k, gdzie k € {1,2,3,4}, wystepuje dokladnie k liczb.

Tego rodzaju skonczone ciagi nazywa sie ciggami Langforda ([MG] 43(346)(1959) 250-255,
[OM] Chiny 1986). Jesli n jest liczba naturalna, to kazdy (2n)-wyrazowy ciag, o wyrazach ze
zbioru {1,2,...,n} i posiadajacy omawiana wtasnosé, nazywamy n-ciggiem Langforda

1.1.1. Przyktady n-ciggéow Langforda.
n=3: 2/3,1,2,1,3.
n=4: 2,3,4,2,1,3,1,4.
n="7: 4,6,1,7,1,4,3,5,6,2,3,7,2,5.
n=28, 4,6,1,7,1,4,8,5,6,2,3,7,2,5,3,8.
n=11: 8,6,10,3,1,11,1,3,6,8,5,9,7,10,4,2,5,11,2,4,7,9.
n=12: 8,6,10,3,1,11,1,3,6,8,12,9,7,10,4,2,5,11,2,4,7,9,5,12.

1.1.2. Niech n € N. Jesli istnieje n-cigg Langforda, to
n=0 (mod4) b n=3 (mod4).
(IMG] 43(346)(1959) 250-255, [OM] Chiny 1986).

D. Zalézmy, ze pierwsza liczba k stoi na miejscu o numerze a,. Wtedy druga liczba k stoi na
miejscu o numerze ai + k + 1. Wszystkie dane liczby zajmuja miejsca z numerami od 1 do 2n. Suma
wszystkich numeréw jest wiec réwna 1+ 2+ -+ + 2n = n(2n + 1). Z drugiej strony:

n(n+3
(a1+a1+2)+(ag+a2+3)+~-~+(an+an+n+1):2(a1+~-~an)+%
3
czyli 2(aq +-~-+an)+% =n(2n+ 1). Stad wynika, ze
n(3n —1)
a1+a2+...+an:f

jest liczba naturalna. To jest mozliwe tylko wtedy, gdy n = 4k lubn =4k - 1. X
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1.1.3. Jesli n jest takq liczbg naturalng, Ze n = 0 (mod 4) lub n = 3 (mod 4), to istnieje
n-cigg Langforda. ([MG] 43(346)(1959) 250-255, [OM] Chiny 1986).

D. Niech n = 4m. Dla m < 2 przyklady podane sa w 1.1.1. Zalézmy, ze m > 3. Mamy wtedy
nastepujacy n-ciag Langforda:
dm —4,---(p)---,2m,4m —2,2m —3,---(n)--- , 1, 4m —1,1,---(n)--- ,2m — 3,
2m, .-+ (p)--- ,dm —4,4m,dm —3,---(n)--- ,2m+1,dm —-2,2m —2,---(p) - -+ , 2,
2m—1,4m —1,2,---(p)---,2m—2,2m+1,---(n)--- ,4m — 3,2m — 1,4m.

Niech n = 4m — 1. Dla m < 2 przyklady podane sa w 1.1.1. Zalézmy, ze m > 3. Mamy wtedy
nastepujacy n-ciag Langforda:
dm —4,---(p)---,2m,4m —2,2m —3,---(n)--- ,1,4m —1,1,---(n)--- ,2m — 3,
2m, -+ (p) -, dm —4,2m —1,4m —3,---(n)--- ,2m+1,4m —2,2m —2,--- (p) - - -
2m—1,4m —1,2,---(p)--- ,2m —2.2m+1,---(n)--- ,4m — 3.

9 ?

Przez - -+ (p) - -+ oznaczyliémy ciag kolejnych liczb parzystych, a przez ---(n)--- ciag kolejnych liczb
nieparzystych. X

1.1.4. Wyrazami ciggu (a1, a2, ...,as50) sq liczby calkowite od 0 do 24, przy czym kazda z
tych liczb wystepuje doktadnie dwa razy. Wiadomo, zZe jesli a; = a; dlai < j, to j—i = a;+1.
Czy taki cigg istnieje?

O. Istnieje. Przyklady:
(23, 21, 19, 17, 24, 22, 20, 18, 16, 7, 5, 8, 6, 4, 0, 0, 5, 7, 4, 6, 8, 17, 19, 21, 23, 16, 18, 20, 22, 24, 14,
12,10, 15, 13, 11,9, 2, 3, 1, 2, 1, 3, 10, 12, 14, 9, 11, 13, 15) lub
(23, 20, 18, 21, 24, 22, 16, 19, 17, 6,7, 8, 4, 5, 0, 0, 6, 4, 7, 5, 8, 18, 20, 16, 23, 21, 17, 19, 22, 24, 12,
14,11, 15, 13,9, 10, 3, 1, 2, 1, 3, 2, 12, 11, 9, 14, 10, 13, 15).
Pierwszy cigg podal Z. Dimitri (Francja), a drugi ciag podali M. Efimow i W. Sawczenko (Motdawia)
podczas konkursu zadaniowego w Zakopanem 1995 roku. X

% R. O. Davies, On Langford’s problem, [MG] 43(346)(1959) 253-255.

C. J. Priday, On Langford’s problem, [MG] 43(346)(1959) 250-253.

N. Shalaby, T. Stuckless, The existence of Looped Langford sequences, [Crux] 2000 86-92.
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1.2 Zadania o skonczonych ciggach liczb naturalnych

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

1.2.1. Sumg liczb naturalnych ay, a9, ..., a1995 jest 3989. Wykazaé, ze istniejg takie liczby
naturalne n,m, ze anp4+1 + Gnt2 + -+ - + Gntm = 95. (JOM] Indie 1997).

1.2.2. Dane sq takie liczby naturalne x1,...,2n & Y1,...,Ym, 2€
1+ A+ Ty =Y+ Y < M

Wykazaé, Ze w rownosci 1+ -+ Tp = y1 + - - - + Y, mozna skreslic kilka sktadnikéw tak, Ze
rownoscé pozostanie prawdziwa. ([Wad] 248(77), [Kw] 7/1978 36).
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1.2.3. Niech aq,...,a, bedg liczbami naturalnymi (niekoniecznie réznymi). Niech fr (dla
k=1,2,...) oznacza liczbe tych liczb sposréd ay, . .., ay, ktore sq wicksze lub réwne k. Wtedy
fi+fo+---=a1+as+- -+ a,. ([OM] Leningrad 1964, [Fom] 32/64).

1.2.4. Sposrod liczb 1,2,...,99 wybrano 50 takich liczb, zZe suma kazZdych dwdch jest rézna

od 99 1 rézna od 100. Wykazac, ze wybrano liczby 50, 51, ..., 99. (JOM] St Petersburg 1996).
1.2.5. Dia jakich n > 3 istniejg takie parami rézne liczby naturalne ay, ..., a,, mniejsze od
n+ 2, ze wszystkie liczby |a1 — asl, laz —ag|, ..., |an—1 — an|, |an — a1| s¢ parami rézine?

Odp. Dla n =4k lubn =4k + 3. ([Kw] 3/1983 47).

1.2.6. Niech A bedzie takim podzbiorem zbioru liczb naturalnych, zZe |a —b| > g—é’, dla wszyst-

kich a,b € A. Wykazaé, Ze zbior A ma co najmniej 9 elementéw. Podaé przyktad 9-cio
elementowego takiego zbioru. ([IMO] Shortlist 1985).

1.2.7. Dla jakich liczb naturalnych n istniejqg takie liczby naturalne a1 < ag < --- < an, Ze

-1
zbior n(n2) wszystkich dodatnich réznic a; — aj, gdzie i > j, jest zbiorem

n(n—1)
1,2,3,...,——= 7
{7 737 ) 2 }

Uwaga. To jest mozliwe dla n = 4, mianowicie 1 < 3 < 6 < 7. Czy to jest mozliwe dla n > 4 2.

(Newman problem 92).

1.2.8. Kazdy wyraz ciggu a1, a9, ..., Gy, Gapt1 jest rowny 2, 5 lub 9, przy czym asn+1 = a1
oraz kazde dwa sgsiednie wyrazy sq rozne. Wykazad, Ze

a1a2 — a2a3 + azaq — -+ + a2p—102n, — A2p02n+1 = 0. ([Kw] 6/2001 M1772 5.20).

1.2.9. Niech n bedzie liczbg naturalng i niech A bedzie zbiorem wszystkich 3n-wyrazowych
ciggow, ktorych wyrazami sqg 0 1 1.

Jesli a, B € A, to piszemy o «— 3, jeSli cigg B powstaje z ciggu o przez zamiane miejscami
dwaéch trojek kolejnych wyrazow. Mowic bedziemy, Ze ciggi a i 3 sq podobne, jesli istnieje liczba
naturalna s oraz istniejq ciggi v1,...,7s € A takie, Ze

a=meoye oy =0
(1) Podobienstwo jest relacjq typu réwnowaznosci w zbiorze A.

(2) Moc zbioru wszystkich klas abstrakcji wzgledem relacji podobieristwa jest réwna (n+1)3.

(3) Jesli o = (ay,aq,...,as,) jest ciggiem nalezgcym do A, to oznaczamy:
a1 = (a1,a4,a7,...,a3n-2), 2= (az,as,as,...,a3,-1), a3 = (as,ag,a,...,as).

Ponadto, przez |a;| (dla i = 1,2,3) oznaczamy liczbe zer ciggu o;. Dwa ciggi o, f € A sq
podobne wtedy i tylko wtedy, gdy |c1| = 51|, |ao| =02 i |as| =|Bs|. (Kw]3/1974 40).
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1.2.10. Liczby naturalne od 1 do 101 wypisano w dowolnym porzgdku. Udowodnié, Ze mozna
z tych 101 liczb wykreslié 90 tak, aby pozostatych 11 tworzylo cigg monotoniczny.
(JOM] Moskwa 1950, [DIt] 5/1974).

1.2.11. Niech n € N. Z dowolnego ciggu n® + 1 parami réznych liczb naturalnych mozna
wykreslic n® —n liczb tak, Ze pozostale liczby tworzq cigg monotoniczny. ([Dlt] 5/1974).

1.2.12. lle jest liczb naturalnych o $cisle malejgcych cyfrach? Odp. 1022. ([Mock] 2005).

* A. Pelezynski, Trzy rozwigzania zadania o 101 liczbach, [DIt] 5/1974 1-3.
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

1.3 Zadania z nieskonczonymi ciggami liczb naturalnych

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

1.3.1. Dany jest $cisle taki rosngcy cigg (x,) o wyrazach naturalnych, zZe x; > 1 oraz
Tpnt1 < 2n dla n € N. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej k istniejq takie liczby
naturalne m,n, ze k = x, — Tm,. ([Bryn] 5.2).

1.3.2. Niech (z,,) bedzie ciggiem, ktdrego wyrazami sq nieujemne liczby calkowite. Wiadomo,
ze xg =0, x3 > 0, w9999 = 3333 oraz

Tptm — Tn — Ty € {0, 1} dla wszystkich m,n € N.

Wyznaczyc x1982. ([Bryn] 6.4).

O. z1982 = 660. Przyktadem takiego ciagu jest x,, = {%} X

1.3.3. Niech (ay,) bedzie niemalejgcym ciggiem liczb naturalnych, takim Ze cigg <n> jest
a

n

n

nieograniczony. Wtedy wsréd wyrazow ciggu <) istnieje nieskoriczenie wiele liczb natural-
Gnp,

nych. ([Brs3] 74).

1.3.4. Niech (ay,) bedzie ciggiem takich liczb naturalnych, Ze

ap =1, anH—anE{O,l} dla n e N.

Niech I = {n/an; n € N} N N. Wykazaé, zZe zbior I jest odcinkiem liczb naturalnych.
([Mon] 40(3)(1933) E7).

1.3.5. Istnieje taki cigg liczb naturalnych, ze kazdg liczbe naturalng mozna jednoznacznie
przedstawi¢ w postaci réznicy pewnych dwoch liczb tego ciggu.
([Kw] 5/1975 52, [GaT] 20/74, [Zw] 1998).
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D. Poczatkowe wyrazy: 10, 11, 100, 102, 1000, 1003,... Konstruujemy ten cigg nastepujaco:

a; = 10,

ay = 11,
agny1 = 10™,
aont2 = 10™ 41y,

gdzie 7, jest najmniejsza liczba naturalna, ktérej nie mozna przedstawié¢ jako réznicy dwoch liczb
spoérod aq,as, ..., a,. X

1.3.6. Skonstruowaé dwa nieskoniczone podzbiory A i B zbioru Ny takie, by kazdg liczbe
n € Ng mozna bylo jednoznacznie przedstawié¢ w postaci n = a + b, gdzie a € A, b € B.
(L. Kurlandczyk 1996).

D. Stosowaé bedziemy dwdjkowy system numeracji. Niech zbiér A sklada sie z zera oraz wszystkich
liczb naturalnych, ktére w zapisie dwéjkowym maja jedynki tylko na nieparzystych miejscach (liczac
z prawej strony). Niech zbiér B sklada sie z zera oraz wszystkich liczb naturalnych, ktére w zapisie
dwdéjkowym maja jedynki tylko na miejscach parzystych.

A= {071,4,5, 16, 17,20,21,...}, B= {0,2,8,10,32,34,40,42,...}.
Zbiory A i B posiadaja rozwazana wlasnosé. X

1.3.7. Dany jest nieskoriczony cigg a1 < ag < ... takich liczb naturalnych, Ze kazda liczba
naturalna jest albo wyrazem tego ciggu, albo sumq dwdch (niekoniecznie réznych) wyrazow.

(1) Wykazaé, Ze a, <n? dlan € N. (Kw] 5/1973 32).
(2) Podaé przyklad takiego ciggu. ([Kw] 5/1973 32).
R. (2). Przykladem takiego ciagu jest rosnacy ciag wszystkich liczb naturalnych, ktére sg sumami

dwéch kwadratéw liczb catkowitych. Wiadomo bowiem (twierdzenie Lagrange’a), ze kazda liczba
naturalna jest suma czterech kwadratéw liczb catkowitych. X

1.3.8. Istnieje cigg liczb naturalnych posiadajgcy nastepujoce dwie wlasnosci.
(1) Cigg jest okresowy modulo m dla kazdej liczby naturalnej m.
(2) Kazda liczba naturalna wystepuje w tym ciggu nieskoriczenie wiele razy.

([Mon] 100(9)(1993) 877-878 z.10184).

1.3.9. Cigg (an) liczb naturalnych jest taki, Ze a1 > aq, dla wszystkich n € N. Wykazaé,
ze an = n dla wszystkich n € N. Innymi stowy, jedyng funkcjg f : N — N takg, zZe

fn+1)> f(f(n)
dla wszystkich n € N, jest funkcja tozsamo$ciowa. (Newman Problem 56, [San2] 11).

1.3.10. Dla dowolnych trzech nieskoriczonych ciggéw liczb naturalnych (ay,), (by), (¢p) ist-
niejg takie dwa numery p # q, Ze ap = aq, by, = by, ¢ = cq. (JOM] ZSRR 1961).
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1.4 Liczby 6174 oraz 495 i inne
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Rozpatrzmy dowolng czterocyfrowa liczbe naturalna n. Oznaczmy przez ni oraz no liczby
powstate z cyfr liczby n uporzadkowanych w sposéb odpowiednio niemalejacy oraz nierosnacy
i oznaczmy przez r(n) réznice n; — ng. Jesli na przyklad n = 4547, to ny = 7544, ng = 4457
oraz r(n) = 7544 — 4457 = 3087. Dla n = 1530 mamy:

ny = 5310, mng =135, r(n)=5310— 135 = 5175.

Z otrzymana nowa liczba r(n) zrébmy to samo i proces ten powtérzmy kilka razy. Startujac
na przyktad od liczby n = 4547 otrzymujemy kolejno liczby:

3087 = 7544 — 4457,
8352 = 8730 — 378,

6174 = 8532 — 2358,
6174 = 7641 — 1467.

Moze si¢ tak zdarzyé, ze otrzymana nowa liczba r(n) nie jest czterocyfrowa. Tak jest na
przyklad dla n = 1121. Tutaj r(n) = 2111 — 1112 = 999. W takich przypadkach dopisujemy
zera na poczatku liczby r(n) (tyle zer by nowa liczba miala dokladnie 4 cyfry) i proces
kontynuujemy. Dla n = 1121 mamy kolejno:

0999 = 2111 - 1112,
8991 = 9990 — 0999,
8082 = 9981 — 1899,
8532 = 8820 — 0288,
6174 = 8532 — 2356,
6174 = 7641 — 1467.

Dla n = 1530 otrzymujemy:
1530 +— 5175 +— 5994 — 5355 — 1998 +— 8082 — 8532 — 6174 — 6174.

W kazdym z tych przykladéw pojawila sie liczba 6174. Latwo sprawdzi¢ (na przyklad za
pomoca komputera), ze:

1.4.1. Liczba 6174 jest jedyng takq czterocyfrowq liczbg naturalng n, dla ktérej zachodzi
réwnosé r(n) = n.

W opisanym procesie wyjatek stanowia czterocyfrowe liczby zbudowane z tych samych
cyfr: 1111, 2222, ..., 9999. Dla takich liczb n zachodzi réwnosé r(n) = 0. Sa to wszystkie
czterocyfrowe liczby naturalne podzielne przez 1111.

W 1949 roku D. R. Kaprekar opublikowal nastepujace interesujace stwierdzenie.

1.4.2 (Kaprekar 1949). Jesli n jest dowolng czterocyfrowq liczbg naturalng niepodzielng
przez 1111, to w ciggu n, r(n), r(r(n)), r(r(r(n))), ... zawsze pojawi sie liczba 6174.
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To stwierdzenie tatwo mozna sprawdzi¢ za pomoca komputera. Zauwazmy, ze kazda liczba
postaci r(n) jest podzielna przez 9. Wystarczy wiec zbadaé tylko wszystkie takie czterocyfrowe
liczby o niemalejacych cyfrach, ktére sa podzielne przez 9.

Do liczby 6174 dochodzi sie zawsze powtarzajac opisang procedure maksymalnie 7 razy.
Innymi stowy:

1.4.3. Dla kazdej czterocyfrowej liczby naturalnej n, niepodzielnej przez 1111,
zachodzi réwnosé r’(n) = 6174.

W powyzszym stwierdzeniu zastosowaliSmy standardowe oznaczenia dotyczace iteracji
operacji r :

Oznaczmy przez A4 zbiér wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 10 i niepodzielnych
przez 1111, tzn.

Ay = {1,2,3,...,9999} \\{1111, 92222, ..., 9999}.

Zbiér ten ma dokladnie 9990 elementéw. Kazda liczba nalezgca do A4 ma co najwyzej 4
cyfry. Dopisujac ewentualnie zera na poczatku mozemy uwazad, ze kazda liczba ze zbioru Ay
ma dokltadnie 4 cyfry i przy tym co najmniej dwie jej cyfry sa réozne. Omawiana operacja r
jest wiec pewng funkcjg okre$long na zbiorze Ay, o warto$ciach rowniez w zbiorze A4. Latwo
mozna sprawdzi¢, ze réwnos$¢, wystepujaca w powyzszym stwierdzeniu 1.4.3, zachodzi dla
wszystkich elementow zbioru Ay. Zanotujmy:

1.4.4. Dla kazdej liczby naturalnej n, nalezgcej do zbioru Ay, zachodzi réwnosé r™(n) = 6174.

Jesli n € Ay, to przez c¢(n) oznaczaé¢ bedziemy najmniejsza liczbe naturalna k taka, ze
r¥(n) = 6174. Z powyzszego stwierdzenia wiemy, ze 1 < ¢(n) < 7. Z podanych tutaj przykla-
dow wynika, ze: ¢(6174) =1, ¢(4547) =3, ¢(1121) =5, ¢(1530) =T1.

1.4.5. Liczby wszystkich liczb n ze zbioru Ay, dla ktérych c(n) jest jedng z danych wartosci
1,2,...,7. W prawej kolumnie podano poczgtkowe przyklady.

384 [[ 26, 136, 246, 356, 466, 1137, 1247, 1357, 1467, 1577
576 || 24,48, 68,134, 158, 178, 244, 268, 288, 378, 488, 1135
2400 | 12,13,17,18,29, 34, 36, 39, 47, 67, 79, 89, 122, 123
1272 || 2,4,7,9,11, 19, 44, 46, 66,99, 112, 114, 117, 119, 129
1518 || 1,23,27, 35,38, 45, 55, 56,57, 78, 111,133, 137, 145
1654 | 3,5,6,8,22, 28,33,37,77,88, 113,115, 116, 118, 138
2184 | 14,15, 16,25, 49, 58, 59, 69, 124, 125, 126, 135, 159

N O U W N

7 tabeli tej odczytujemy, ze na przyklad w zbiorze Ay jest dokladnie 1518 takich liczb n, Ze
c(n) = 5. Odczytujemy réwniez, ze:

c(l)=5, ¢(2)=4, c¢(3)=6, c(4)=4, c¢(5) =6,
c 6,
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Rozwazalismy liczby czterocyfrowe. Przejdzmy teraz do liczb trzycfrowych. Oznaczmy
przez Ag zbiér wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 103 i niepodzielnych przez 111,
tzn.

Ay = {1,2,3,...,999} N {111, 222, ..., 999}.

Zbiér ten ma doktadnie 990 elementow. Kazda liczba nalezaca do A3 ma co najwyzej 3 cyfry.
Dopisujac ewentualnie zera na poczatku mozemy uwazaé, ze kazda liczba ze zbioru Az ma
doktadnie 3 cyfry i przy tym co najmniej dwie jej cyfry sa rézne.

Dla kazdej liczby n ze zbioru Az oznaczmy przez n, oraz ns liczby powstale z trzech cyfr
liczby n (uwzgledniajac ewentualne poczatkowe zera) uporzadkowanych w sposéb odpowied-
nio niemalejacy oraz nierosnacy i oznaczmy przez rs(n) réznice ny; — ng. Jesli na przyklad
n = 454, to ny = 544, ng = 445 oraz r3(n) = 544 — 445 = 99. Dla n = 99 mamy:

ny =990, n2 =99, r3(n)=2990—99 = 891.

Przyporzadkowanie n +— r3(n) jest funkcja okreslong na zbiorze As, o wartoSciach réwniez w
zbiorze As. W dalszym ciggu r3 oznaczaé bedziemy przez r. Z kazda liczba n ze zbioru As
stowarzyszony jest wiec ciag liczbowy

() =n, ri(n)=r(n), r*(n)=r(rn), r’n)=r(rrn)),
Jedli na przyktad n = 454, to z liczba ta stowarzyszony jest ciag
454, 99, 891, 792, 693, 594, 495, 495,
Pojawila sie liczba 495. Latwo wykazaé, ze:
1.4.6. Liczba 495 jest jedynag takq liczbg n nalezqcq do zbioru As, ze r(n) =n

1.4.7. Jesli n jest dowolng liczbg ze zbioru As, to w ciggu n, r(n), r(r(n)), ... zawsze
pojaws sie liczba 495.

D. Niech a,b,c bedg takimi cyframi systemu dziesietnego, ze a < b < ¢ oraz a < c. Niech
n1 = 100c + 10b 4 a oraz no = 100a + 10b 4+ c. Wtedy

ny —ng = 99(c — a).

Teze wystarczy wiec sprawdzié¢ tylko dla wszystkich takich liczb n ze zbioru As, ktére sa podzielne
przez 99, czyli tylko dla dziewieciu liczb:

99, 198, 297, 396, 495, 594, 693, 792, S891.

W kazdym przypadku pojawi si¢ liczba 495. X

Do liczby 495 dochodzi si¢ zawsze powtarzajac opisana procedure maksymalnie 6 razy.
Innymi stowy:

1.4.8. Dla kazdej liczby n ze zbioru As zachodzi réwnosé r8(n) = 495.

Jesli n € As, to przez c(n) oznaczaé bedziemy najmniejsza liczbe naturalng k taka, ze
rF(n) = 495. Z powyzszego stwierdzenia wiemy, ze 1 < ¢(n) < 6.
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1.4.9. Liczby wszystkich liczb n ze zbioru As, dla ktdrych c(n) jest jedng z danych warto$ci
1,2,...,6. W prawej kolumnie podano poczgtkowe przyklady.

150 || 5, 15, 25, 35, 45, 55, 116, 126, 136, 146, 156, 166, 227
144 || 6, 16,26, 36, 46, 56, 66, 117, 127, 137,147, 157, 167
270 || 4,7,14, 17,24, 27, 34,37, 44, 47,57, 67,77, 115, 118
222 || 3,8,13,18, 23,28, 33, 38, 48, 58, 68, 78, 88, 114, 119
150 || 2,9, 12,19, 22, 29,39, 49, 59, 69, 79, 89,99, 113, 123
54 || 1,11,112,122, 223,233, 334, 344, 445, 455, 556, 566

ST W N~

Z tabeli tej odezytujemy, Ze na przykiad w zbiorze As jest dokladnie 150 takich liczb n, Ze
c(n) = 5. Odczytujemy réwniez, zZe:

c(l)=6, c(2)=5, ¢3)=
c 2,

To samo zagadnienie dla liczb dwucyfrowych doprowadzi nas zawsze do liczby 9. W od-
powiednim zbiorze As nie ma jednak takiej liczby n, dla ktérej zachodzi réwnosé r(n) = n.
Startujac od n = 9 otrzymujemy petle:

9+— 81+ 63— 27 +— 45 +— 9.

PrzejdZzmy do liczb posiadajacych co najmniej 5 cyfr (z uwzglednieniem ewentualnych
poczatkowych zer).

Niech s > 2 bedzie ustalong liczbg naturalng i niech ey bedzie liczba 11...1; sktadajaca
sie z doktadnie s jedynek. Oznaczmy przez Ag zbiér tych wszystkich liczb naturalnych, ktére
sa mniejsze od 10° oraz nie sg podzielne przez es. Kazda liczba nalezaca do As ma co najwyzej
s cyfr. Dopisujac ewentualnie zera na poczatku mozemy uwazaé, ze kazda liczba ze zbioru A,
ma doktadnie s cyfr i przy tym co najmniej dwie jej cyfry sa réozne. W ten sam co poprzednio
sposob definiujemy funkcje

rs: As — Ag,

ktéra oznaczaé¢ bedziemy przez r. Przedstawiamy pewne stwierdzenia dotyczace zbioréw As,
Ag, A7 oraz Ag; otrzymane za pomocg Maple.

1.4.10.
(1) Nie ma takiej liczby n € As, dla ktdrej zachodzi réwnosé r(n) = n.

(2) Jeslin jest dowolng liczbg ze zbioru As, to w ciggu (r? (n))jeN zawsze pojawi sie jedna
z trzech liczb: 53955, 61974, 62964.

(3) W zbiorze As istniejq trzy petle:
53955 — 59994 — 53955;

61974 — 82962 — 75933 — 63954 — 61974
62964 — 71973 — 83952 +— 74943 — 62964
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1.4.11.

(1) Istniejg dokltadnie dwie takie liczby n € Ag, dla ktérych zachodzi réwnosé r(n) = n.
Sq to liczby 549945 oraz 631764.

(2) Jeslin jest dowolng liczbg ze zbioru Ag, to w ciggu (rj(n))jeN zawsze pojawi sie jedna
z trzech liczb: 420876, 549945, 631764.

(3) W zbiorze Ag istnieje jedna petla:
420876 — 851742 — 750843 — 840852 — 860832 — 862632 — 642654 — 420876.

1.4.12.

(1) Nie ma takiej liczby n € Az, dla ktérej zachodzi réwnosé r(n) = n.

(2) Jeslin jest dowolng liczbg ze zbioru Az, to w ciggu (1’ (n))jeN zawsze pojawi sie liczba
7509843 oraz petla: 7509843 — 9529641 — 8719722 +— 8649432 +— 7519743
— 8429652 — 7619733 — 8439552 — 7509843.

1.4.13.

(1) Istniejg dokladnie dwie takie liczby n € Ag, dla ktorych zachodzi réwnosé r(n) = n.
Sq to liczby 63317664 oraz 97508421.

(2) Jeslin jest dowolng liczbg ze zbioru As, to w ciggu (rj(n))jeN zawsze pojawi sie jedna
z czterech liczb: 43208766, 63317664, 64308654, 97508421.

(3) W zbiorze Ag istniejg dwie petle:

43208766 — 85317642 +— 75308643 — 84308652 — 86308632 — 86326632
— 64326654 — 43208766;

64308654 — 83208762 — 86526432 — 64308654.

Rozpatrywalismy liczby naturalne zapisane w systemie dziesietnym. Podobne zagadnienie
mozna badaé¢ réowniez w innych systemach numeracji. Niech ¢ > 2 oraz s > 2 beda ustalo-
nymi liczbami naturalnymi. Oznaczmy przez es(q) liczbe naturalng zbudowana w systemie
numeracji o podstawie ¢ z samych jedynek i tych jedynek jest doktadnie s, tzn.

¢t -1

es(@ =" ¢ P+ gt 1= e

Oznaczmy przez Ag(q) zbior tych wszystkich liczb naturalnych, ktére sa mniejsze od ¢° i nie
sa podzielne przez es(q). Kazda liczba nalezaca do zbioru A4(g) ma, w systemie numeracji
o podstawie ¢, co najwyzej s cyfr. Dopisujac ewentualnie zera na poczatku mozemy uwazac,
ze kazda liczba ze zbioru As ma w rozpatrywanym systemie numeracji dokladnie s cyfr i
przy tym co najmniej dwie jej cyfry sa rézne. W szczegélnosci mamy: Ag(10) = As oraz
es(10) = es. W ten sam co poprzednio sposéb definiujemy funkcje

i As(q) — As(q).
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Wyjasnijmy to doktadniej. Niech n € As(q). Wtedy

n= (%—1%—2 . ~a1a0) = as_1¢° " + as—2¢° 2+ + a1q + ao,
q
gdzie ag, ai, ..., as—1 sa liczbami nalezacymi do zbioru {0, 1, ..., g—1}. Nie zakladamy, ze as_;
jest rézne od zera. Wszystkie liczby ag, a1, - .., as—1 ustawiamy w ten sposéb by tworzyty ciag
niemalejacy. Oznaczmy ten niemalejacy ciag przez by > by > -+ = bs_2 > bs—1. Przyjmujemy
wowcezas:

r(n) = (b0b1 . bs—Qbs—l)q — (bs_lbs_g N blbO)q-

Niech dla przyktadu ¢ = 3, s = 4 oraz n = 25. Wtedy r(25) = 58, gdyz 25 = 02213 i mamy:

r(25) = 22103 — 01223
= (2:34+2-324+1-34+0)—(0-33+1-3>4+2-3+2)
= 75-17
= bB8.
1.4.14. Osmocyfrowe liczby w systemie trojkowym. Jesli n jest dowolng liczbg ze zbioru

As(3), to w ciggu (r? (n))jeN zawsze pojawi sie liczba 5332 = 210221113. Jest to jedyna taka
liczba n nalezgca do zbioru Ag(3), dla ktdrej zachodzi réwnosé r(n) = n.

1.4.15. W tabelach podano przyklady takich tréjek (q,s,m), ze dla dowolnej liczby n, nale-
Zqcej do zbioru As(q), w ciggu (rj(n))jeN zawsze pojawi sie liczba m.

q|s m
q1s m g ; o 7’”143 713 144 — 264,
213 3=11, « | 209 — 303;5 714 1068 = 30547
303 8 = 223 515 1092 — 30432, 715 9936 = 406537
304 32 = 10125 5l6| 7488 — 214423, 716| 55500 = 3205447
315| 184 =202114 5 17| 53712 3204329, 717| 640992 = 53065327
36| 320=102212; 5 | 8 | 249002 — 30444432 7 | 8 | 3562968 = 421664437
3| 85332 = 210221115 | - 105 = 95 8|3 252 = 374
43 30 = 1324 6l 430 — 1554, 93 320 = 385
45| 570 = 203225 6l 96| 183696 = 3088769

9|7

218960 = 4405412¢

3496800 = 65186339

% D. R. Kaprekar, Another Solitaire Game, Scripta Math. 15(1949) 244-245.
D. R. Kaprekar, An Interesting Property of the Number 617/, Scripta Math.(1955) 244-245.
D. R. Kaprekar, On Kaprekar numbers, Journal of Recreational Mathematics 13 (2)(1980) 81-82.
Y. Nishiyama, Mysterious number 6174,
http://plus.maths.org/content/mysterious-number-6174.

Autor dziekuje Profesorowi Wojciechowi Rytterowi za intersujaca informacje o liczbie 6174.
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0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
1.5 Funkcje z N do N oraz z Ny do Ny

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

1.5.1. Niech f: N — N bedzie funkcjg i niech a € N. Rozpatrzmy cigg:

a, f(a), ff(a), -

Cigg ten jest albo okresowy, albo rozbieiny do +o0.

1.5.2. Niech f: N — N~ {1} bedzie funkcjq réznowartosciowq. Istnieje wtedy nieskoriczenie
wiele takich liczb naturalnych n, Ze f(n) > n. ([TT] Spring 1982).

1.5.3. Jesli f,g : N — N sq takimi funkcjami, ze f jest surjekcjq, g jest injekcjg oraz
f(n) = g(n) dla wszystkich n € N, to f = g. ([Crux] 1999 5.35).

1.5.4. ZnaleZé co najmniej jedng funkcje f : N — N takqg, ze

F(Fm) =n?

dla wszystkich n € N. ([Dlt] 5/1993).

R. Niech (sg)ren bedzie ciagiem wszystkich niekwadratowych liczb naturalnych ustawionych w
porzadku wzrastania;
3122, 8223, 8325, 8426,

Niech a(k,m) = (sk)zm dla k& > 1,m > 0. Wtedy dla kazdej liczby naturalnej n > 1 istniejg
jednoznacznie wyznaczone liczby k > 1, m > 0 takie, ze n = a(k, m). Definiujemy funkcje f: N — N
przyjmujac:

1, gdy n =1,

f(n) =< a(2p,m), gdy n=a(2p—1,m),m>0,p €N,
a2p—1,m+1), gdy n=a(2p,m),m>0,peN.

Latwo sprawdzié, ze funkcja f spelnia warunki zadania. X

1.5.5. Jesli f: Ng — Ny jest funkcjq takq, Ze
f(m?+n?) = f(m)* + f(n)?,
dla wszystkich m,n € Ny, to f jest identycznoscig. ([Mon] 99(8)(1992) E3445).
1.5.6. Jesli f : Ng — Ny jest funkcjq takq, ze
F(Fm) + f(n) =2n+6,

dla wszystkich n € Ny, to f(n) =n+ 2. (JOM] Austria 1990, [Crux] 1992 s.70).
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0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
1.6  Funkcje z Ny do Nj spelniajace rownosé f(f(n)) =n-+a

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

1.6.1. Istnieje nieskonczenie wiele funkcji f : Ng — Ng takich, Ze f(f(n)) =n dla wszyst-
kich n € Ny.

D. Niech u,v € Ny, u # v. Niech f : Ng — Ny bedzie funkcja taka, ze f(u) = v, f(v) = u oraz
f(n) = n dla wszystkich n réznych od v i v. Funkcja ta oczywiscie spelnia zadany warunek. X

1.6.2. Jesli a € Ng jest liczbg parzystg i f : Ng — Ny jest funkcjg okreslong wzorem

to f(f(n)) =n+a dla wszystkich n € Ny.

n+3, gdyn parzyste,
1.6.3. Niech f(n) = i p. Y
n—1, gdy n nieparzyste.

Wtedy f(f(n)) =n+ 2, dla wszystkich n € Ny.

1.6.4. Niech a,b € Ny bedq liczbami nieparzystymi @ niech f : Ng — Ny bedzie funkcjg
okreslong wzorami

n+a, gdy n parzyste,
f(n) = .
n+0b, gdy n nieparzyste.

Wtedy f(f(n)) =n+ (a+0b) dla wszystkich n € Ny.
D. Dla n = 2p mamy:

f(f(n) =f(f(2p)) =f2p+a)=2p+a+b=n+(a+b),

natomiast dla n = 2p + 1 mamy:

f(fn) =f(f2p+1))=f2p+14+b)=2p+1+b+ta=n+(a+b). K

1.6.5. Niech a € Ny i niech f : Ng — Ny bedzie takq funkcjq, Ze

f(f(n)) =n+a,
dla wszystkich n € Ng. Wowczas:
(1) Funkcjq f jest réznowartosciowa.

(2)  f(n+ma) = f(n)+ma dla wszystkich n,m € Ny.
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D. (2). Dla m =1 mamy:
fn+a)=f(f(f(n)) = f(n) +a

Zal6zmy, ze dla pewnego m (i kazdego n) zachodzi réwnosé f(n + ma) = f(n) + ma. Wtedy:

fin+(m+1a)=f(n+a)+ma)=f(n+a)+ma=f(n)+a+ma=f(n)+(m+1)a. X

1.6.6. Nie istnieje Zadna funkcja f : Ng — Ny taka, zZe f(f(n)) =n+1 dla n € Ny.
D. Przypuséémy, ze taka funkcja f istnieje. Oznaczmy f(0) = z € Ny. Wtedy (na mocy 1.6.5)
Fm) = FO+m-1) = FO) +m=a+m
dla m € Ng. W szczegdlnosci, f(1) = + 1. Zatem,
2=14+1=f(f1))=flz+1)=z+ax+1=2x+1
i stad mamy sprzecznosé: 1 = 2x. X

1.6.7. Nie istnieje zZadna funkcja f : Ng — No taka, Ze f(f(n)) = n + 1987 dla n € Ny.
([OM] Polska 1986).

1.6.8. Jesli a € N jest liczbg nieparzystq, to nie istnieje Zadna funkcja f : Ng — Ny taka, Ze
f(f(n))=n+a
dla wszystkich a € Ny.

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
1.7 Funkcje z Z do Z

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
1.7.1. Jesli f: 7 — 7Z jest rosngcq surjekcjq, to istnieje takie a € 7, Ze
fx)=z+a
dla wszystkich x € Z. ([Mat] 6/1993 371).
1.7.2. Niech [ :7Z — Z bedzie funkcjq takg, ze
fl@+y) + flay) = f(@)f(y) + 1,

dla wszystkich x,y € Z, Sq dokladnie trzy takie funkcje: funkcja stala 1, funkcja f(x) =
x + 1 oraz funkcja przyjmujeca wartsé¢ 1 dla liczb parzystych i 0 dla liczb nieparzystych.
([OM] Bialorus 1999).

1.7.3. ZnaleZé wszystkie takie funkcje f: 7 — 7, ze: f(1) =1 oraz

F(ab) = f(a) + f(b) +ab

dla a,b € Z. Odp. f(z) = 2z(z+1). ([Mat] 5/1978 309).
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1.7.4. Niech f : 7 — Z bedzie funkcjg takg ze:
(1) £2) =2
(2) f(ab) = f(a)f(b), dla a,b € Z;
(3) f(a) > f(b), dla a > 0.

Wykazaé, zZe f(a) = a, dla wszystkich a € 7. ([OM] Kanada 1969).

1.7.5. Niech A bedzie niepustym skonczonym podzbiorem zbioru liczb catkowitych. Jesli
f i A— A jest bijekcjq, to liczba
> la—f(a)

acA
jest parzysta. ([Mat] 1/1995 53).
D. Zauwazmy, ze |z| = x (mod 2) dla x € Z. Stad otrzymujemy:

Z|a— |—Za— Zafo ZQ—ZCL:O.

a€cA acA a€A a€A acA acA

1.7.6. Niech f :7Z — 7Z bedzie funkcjq takq, Ze
f(f(a)) = —a

dla wszystkich a € 7. Funkcja ta ma nastepujgce wlasnosci.

(1) f jest bijekcjq.
(2) f jest funkcjg nieparzystq (tzn. f(—z) = —f(z) dla x € Z).
(3) fla)=0 <= a=0.
(4)

4) Przyktadem takiej funkcji jest funkcja f : Z — Z zdefiniowana réwnosciami:
f(0) =0,
f2n—1) = 2n,
f(2n) = —2n+1,
f(=@n—-1)) = —2n,
f(=2n) = 2n-—1,

dla wszystkich n € N. (JOM] Czechostowacja 1983/1984).

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
1.8 Funkcje z Z do Z spelniajace rownosé f(f(n)) =n+a

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

1.8.1. Niech a € Z i niech f : Z — Z bedzie funkcjq takg, Ze

f(f(x) =z +a

dla wszystkich x € 7. Wtedy funkcja f jest bijekcjq i jej funkcja odwrotna g : Z — 7 spetnia
rownosé g(g(z)) = = — a, dla wszystkich x € Z.
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1.8.2. Jedli a € Z jest liczbg parzystq, to funkcja f : Z — Z okreslona wzorem

spetnia rowno$é f(f(z)) = =+ a, dla wszystkich x € Z.
1.8.3. Niech O # a € Z. Niech f : Z — 7 bedzie takq funkcjq, Ze
f(f(@)) =z +a

dla wszystkich x € Z. Wtedy:
(1)  flx+wya)= f(x)+ya, dla wszystkich x,y € Z;
(2) jesliz =y (mod |al), to f(z) = f(y) (mod |a]);
(3) f(z) # z (mod |al), dla xz € Z.

1.8.4. Nie istnieje zZadna funkcja f : 7 — 7Z taka, ze f(f(x)) =z + 1 dla wszystkich x € Z.

1.8.5. Niech a € Z. Nastepujoce dwa warunki sg rownowazne.
(a) Istnieje funkcja f : Z — 7 taka, ze f(f(x)) =x + a dla wszystkich x € Z.
(b) Liczba a jest parzysta.

1.8.6. Niech a € Z i niech s € N. Nastepujgce dwa warunki sq réwnowazne.

(a) Istnieje funkcja f : Z — 7 taka, Ze f%(x) = x + a, dla wszystkich © € Z, gdzie f*
oznacza s-tg iteracje funkcji f.

(b) Liczba a jest podzielna przez s.

* M. Kapelewski, Wielomianowe réwnania funkcyjne, [Pmgr] 2003.
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

1.9 Dzialania
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

1.9.1. ZnaleZ¢ wszystkie takie funkcje f : Z X 7 — 7, Ze:
fla,a) =0, f(a, f(b,c)) = f(a,b)+c dla a,b,c€Z.
Odp. f(z,y) =x —y. ([OMm] 1996).
1.9.2. Funkcja f : Ng x Ng — Ny spelnia warunki:
(a) £(0,y) =y +1,

(b) f(:C—l—l,O) = f(l" 1)7
(C) f($+1’y+1) :f($,f($+1,y)),

dla wszystkich x,y € No. Wyznaczyé f(4,1981). ([Bryn] 6.9).



Funkcje, liczby, ... 1. Ciagi, funkcje i dzialania 21

2

0. f(4,1981) = —3+ 22 (1984 dwojki). K

1.9.3. Niech X bedzie zbiorem i niech x : X x X — X bedzie dziataniem spelniajgcym dwa
warunki:

(1) zxz==x, dlax € X;
(2) (xxy)*z=(y*z2)*x, dlax,y,z€ X.

Wykazaé, Ze dzialanie x jest przemienne i {gczne. ([Putn] 1971).

D. zxy = (zxy)*(zxy) = ((zxy)*z)*y
= ((yxzx)*xa)*xy=((x*xz)*y)*y
= (zry)ry=(yry *z
= Y*x.
(xxy)*xz = (yxz)*zx
zx(yxz). X

1.9.4. Niech X bedzie zbiorem i niech * : X x X — X bedzie dzialaniem spelniajgcym dwa
warunki:

(1) zx(zxy)=y, dlaz,yeX;
(2) (yxx)*xz =y, dlaz,yec X.
Takie x jest zawsze dzialaniem przemiennym i nie musi bycé dziataniem lgcznym.

Przyklad: X =7,
TxYy=—T—Y;

dziatanie x jest przemienne i nie jest lgczne. ([Putn] 1972).

1.9.5. Niech X bedzie skoniczonym zbiorem posiadajgcym co najmniej dwa elementy. Istnieje
wtedy takie dzialanie x : X x X — X, Ze:

(1) zxz=yxz=2x=y, dlazx,yzecX,
(2) zx(y*z2)# (xxy)xz, dlaz,y,z € X. ([Putn] 1984).

D. Niech ¢ : X — X bedzie bijekcja bez punktéw stalych. Definiujemy
zxy = p(w).

Dziatanie * spelnia powyzsze dwa warunki. X

1.9.6. Niech X bedzie zbiorem i niech x : X x X — X bedzie operacjq takq, zZe
(zxy)*xz =y,

dla wszystkich x,y € X. Wykazaé, ze v * (y * ) =y dla x,y € X. ([Putn] 2001).
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1.9.7. Niech M = {1,2,...,1993}. Dana jest funkcja * : M x M — M taka, Ze
(a*xb)xb=0,
dla wszystkich a,b € M. Wykazaé, Ze istnieje takie a € M, Ze a x a = a. ([Fom] 34/93).

1.9.8. Dziafanie * : R x R — R spelnia dwa warunki:
(1) zxx=0, dlax eR;
(2) zx(yxz)=(r*xy)+z, dlaz,y z€R.
Obliczy¢ 1993 x 1935. (JOM] Moskwa 1993).

R. ([FieK] s.107). Przyjmujac y = z mamy: (x+y)+y = z*(y*y) = zx0istad xxy = (xx0) —y.
Ale
zx0=zx*(zxz)=(xx2x)+2x=0+2=u2a.

Zatem, x xy = x — y. W szczegdlnosci, 1993 x 1935 = 1993 — 1935 = 58.

Uwaga. Jesli x * y = x — y, to oczywiscie spelnione sa warunki (1) i (2). X

1.9.9. Niech S bedzie zbiorem wszystkich liczb nieparzystych wiekszych od 1. Dla kazdego
x € S oznaczmy przez 0(x) jedyna liczbe naturalng takag, Ze

25(1) << 25(z)+1.

Dla z,y € S definiujemy:
rxy=22@"1y - 3) 4z

Przyklady: 57 =13, 7x5 =11. Wykazaé, zexxy € S dla xz,y € S oraz
(zry)xz=z*(yx2)

dla x,y,z € S. (JOM] Irlandia 1997).
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Przez N oznaczamy zbiér wszystkich liczb naturalnych. Przypomnijmy, ze w tej ksiaz-
ce (oraz we wszystkich ksiazkach z serii "Podr6ze po Imperium Liczb”) najmniejsza liczba
naturalng jest jedynka. Zera nie zaliczamy do zbioru N. Natomiast przez Ny oznaczamy zbiér
N U {0} czyli zbi6ér wszystkich nieujemnych liczb catkowitych.

W tym rozdziale zajmowaé sie bedziemy nieskonczonymi ciagami, ktérych wszystkie wy-
razy sa liczbami naturalnymi lub nieujemnymi liczbami catkowitymi. Interesowaé¢ nas beda
glownie dwie klasy ciagow.

Do pierwszej klasy zalicza¢ bedziemy kazdy taki ciag, ktéry spetnia trzy warunki:

(1) wszystkie jego wyrazy sa liczbami naturalnymi;
(2) jest Scisle rosnacy;
(3) liczby naturalne, ktére nie sa jego wyrazami tworza zbiér nieskonczony.

Zbior wszystkich ciagéw nalezacych do tej pierwszej klasy oznacza¢ bedziemy przez M. Ciagi
o wyrazach naturalnych utozsamiaé¢ bedziemy z funkcjami z N do N. Zatem, M jest zbiorem
wszystkich takich $cisle rosnacych funkcji ' : N — N, dla ktorych zbiér N ~ F(N) jest
nieskonczony.

Do drugiej klasy zalicza¢ bedziemy wszystkie takie nieskonczone ciggi

F=(fi, for faron)s

ktére spelniaja nastepujace trzy warunki:
(a) wszystkie wyrazy f1, fa, f3,..., sa nieujemnymi liczbami catkowitymi;
() fn < foy1 dlan €N, tzn. f jest ciagiem niemalejacym;
(¢) Jim_f, = o0.

W tym przypadku warunek (c) jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy ciag f jest nie-
ograniczony. Zbiér wszystkich ciggdéw tej drugiej klasy oznaczaé bedziemy przez A. Tego
rodzaju ciagi utozsamiaé bedziemy z funkcjami z N do Ny. Zatem, A jest zbiorem wszystkich
niemalejacych i nieograniczonych funkcji z N do Ny. Elementem zbioru A jest na przyklad
ciag
f=1(0,0,2,2,4,4,5,5,7,...).

Przez taki zapis rozumiemy, ze f(1) =0, f(2) =0, f(3) =2, f(4) =2,itd. lub f; =0, fo =0,
f3 =2, itd.

Wyjasnijmy pojecia, ktére beda sie czesto pojawialy w tym rozdziale. Zalézmy, ze F :
N — N jest ciagiem nalezacym do zbioru M (tzn. F' jest $cisle rosnacym ciagiem o wyra-
zach naturalnych i zbiér N \ F(N) jest nieskonczony). W ciagu wszystkich kolejnych liczb
naturalnych usunmy te wszystkie liczby, ktore sg wyrazami ciagu F'. Pozostanie nam wtedy
nieskonczenie wiele liczb. Powstanie nam wtedy nowy, $ciéle rosnacy ciag G. Méwié¢ bedziemy,

23
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ze ten nowy ciag G jest uzupelnieniem ciagu F. Zauwazmy, ze jesli ciag F nalezy do zbioru
M, to ciag G rowniez do tego zbioru nalezy. Uzupelnieniem ciagu G jest ciag F'.

Uzupelnieniem ciagu wszystkich nieparzystych liczb naturalnych jest ciag wszystkich pa-
rzystych liczb naturalnych. Uzupelnieniem ciagu liczb kwadratowych (1,4,9,...) jest ciag
wszystkich liczb naturalnych niekwadratowych

(2,3,5,6,7,8,10,---).
Méwié bedziemy, ze dwa ciggi F'i G sg komplementarne lub, ze sie wzajemnie uzupetniajg,
jesli naleza do zbioru M oraz jeden z nich jest uzupelnieniem drugiego.

Powtorzmy jeszcze raz. Niech F,G : N — N beda ciagami. Méwimy, ze ciagi te sa kom-
plementarne (ang. complementary sequences), jesli spelniaja nastepujace trzy warunki:

(1) sa Scisle rosnace,
(2) nie maja wspdlnych wyrazéw, tzn. F(N) N G(N) = (;
(3) kazda liczba naturalna jest wyrazem jednego z tych ciggéw, tzn. F(N) U G(N) = N.
Ciagi F = (1,3,5,7,9,...) 1 G =(2,4,6,8,10,...), odpowiednio liczb nieparzystych i
parzystych, sa komplementarne. Ciagi
F=(3,6,9,12,...) i G=(1,2,4,5,7,8,10,11,...),

liczb naturalnych odpowiednio podzielnych i niepodzielnych przez 3, sa komplementarne.
Ciagi

F=(1,4,9,16,25,...) i G=(2,3,5,6,7,8,10,11,...),
liczb odpowiednio kwadratowych i niekwadratowych, sa komplementarne. Tego rodzaju pro-
stych przykladow jest bardzo duzo. Spéjrzmy jeszcze raz na ciggi komplementarne

F=(3,6912,...) i G=(1,24,57,8,10,11,...).

Mamy tu: F(n) = 3n dla n € N. Czy mozna w jaki$ podobny sposéb wyrazi¢ G(n) ? Jaki jest
wzOr na n-ty wyraz ciagu G 7 Taki wzér mozna podad:

G(n):n—i—[n;l}.

Przez [x] oznaczamy cze$é calkowita liczby rzeczywistej x. Cze$é calkowita bedzie sie tu
pojawiaé bardzo czesto. Rozpatrzmy to samo zagadnienie dla ciaggéw komplementarnych

F=(1,4,9,16,25,...) i G=(2,3,5,6,7,8,10,11,...),

liczb odpowiednio kwadratowych i niekwadratowych. W tym przypadku F(n) = n? dlan € N.
Jaki jest wzér na n-ty wyraz ciggu G 7 Mozna wykazaé, ze

G(n) =n+ [\/ﬁ+ﬂ

W tym rozdziale przedstawimy pewng metode dowodzenia tego rodzaju faktdw.
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Wspomniane przyktady ciagéw F i G byly do$¢ proste. Ciagi oznaczane przez G byty
uzupelnieniami odpowiednich ciaggéw oznaczanych przez F i dzigki temu wiedzieliSmy, ze
ciagi F, G sa komplementarne. Czasem bywa jednak tak, ze odpowiedz na pytanie czy dane
dwa ciggi F, G sa komplementarne, sprawia kitopoty. Ciagi F,G : N — N, okreslone na
przyktad réwnosciami

F(n)=n+1e"], G(n)=n+[nn],

sg komplementarne. Fakt ten wymaga jednak pewnego uzasadnienia. Podobnie jest z ciagami

Fln) = ”2;”, Gn) = n + {m%}

Sa to tez ciagi komplementarne. W tym rozdziale podamy wigcej tego typu przyktadow.
Przedstawimy réwniez (wraz z dowodem) znane twierdzenie Lambeka i Mosera, z 1954 roku,
o strukturze ciggdéw komplementarnych.

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
2.1 Ciagf~
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Przypomnijmy, ze A jest zbiorem wszystkich niemalejacych i nieograniczonych ciggéw,
ktorych wyrazy sa nieujemnymi liczbami catkowitymi.

Z kazdym ciggiem f : N — Ny, nalezacym do zbioru A, stowarzyszymy w jednoznaczny
sposob nowy ciag, ktérego oznaczaé bedziemy przez f*. Ten nowy cigg bedzie funkcja z N do
Np. Definiujmy ten ciag nastepujaco:

£ =[{a e fla) <n})

dla n € N, tzn. f*(n) jest liczba wszystkich wyrazéw ciaggu f mniejszych od n.
Spojrzmy na ciag
f=03,57911,...).

Nie ma w tym ciagu wyrazéw mniejszych od 1. Zatem f*(1) = 0. Nie ma wyrazéw mniejszych
od 2 i nie ma mniejszych od 3. Zatem f*(2) = 0 oraz f*(3) = 0. Jest jeden wyraz (mianowicie
f1 = 3) mniejszy od 4. Mamy wiec f*(4) = 1. Podobnie: f*(5) =1, f*(6) = 2. Dla przyktadu
f*(11) = 4, gdyz w ciagu f sa dokladnie 4 wyrazy mniejsze od 11; sa to: f1 = 3, fo = 5,
f3 =T oraz fy = 9. Mamy wiec:

f=(3,5,7,911,...), f*=(0,0,0,1,1,2,2,3,3,4,4,...).

2.1.1. Nastepne przyktady:

f=101,2,3,4,5,...), f*=1(0,1,2,3,4,...);
f=1(1,3,5,7,9,...), f*=10(0,1,1,2,2,3,3,4,4,...);
f=1(0,1,1,2,2,3,3,4,4,...), f*=(1,3,5,7,...);
f=10,2,4,6,8,...), f*=(1,1,2,2,3,3,4,4,...);
f=1(3,6,9,12,15,...), f*=1(0,0,0,1,1,1,2,2,2,3,3,3,...).
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Przedstawimy teraz kilka podstawowych wlasnosci ciggu f*. Zauwazmy najpierw, ze dla
dowolnych liczb naturalnych n, k, zachodza oczywiste réwnowaznosci:

2.1.2. ff(n) =0 <= n < f(1).

ffn) =k <= f(k) <n< f(k+1)

2.1.3. Cigg f* jest niemalejgcy, nieograniczony i wszystkie jego wyrazy $q¢ nieujemnymi
liczbami calkowitymi. Innymi stowy, jesli f € A, to f* € A.

D. Jest oczywiste, ze ciag f* jest niemalejacy 1 wszystkie jego wyrazy sg nieujemnymi liczbami
calkowitymi. Przypusémy, ze ciag f* jest ograniczony. Istnieje wtedy taka nieujemna liczba catkowi-
ta p, ze f*(n) = p dla wszystkich n wiekszych od pewnej liczby naturalnej ng. Wéwczas

n< f(p+1) dla n>mng

(patrz 2.1.2), a to oznacza, ze zbiér wszystkich liczb naturalnych, wiekszych od ng, jest ograniczony
z gory przez liczbe f(p + 1); sprzecznosé. X

7 powyzszego stwierdzenia wynika, ze jedli f € A, to istnieje réwniez ciag
=0

i stad dalej, ze istnieja ciagi f***, f*** itd. Powr6¢émy do rozpatrywanego wczesniej przy-
ktadu: f = (3,5,7,9,11,...), f*=1(0,0,0,1,1,2,2,3,3,4,4,...). Mamy tu

£ =1(3,5,7,9,11,...).

W tym przypadku zachodzi réwnoéé f** = f. Wykazemy, ze tak jest zawsze.

2.1.4. Jesli f€ A, to | [ = f

D. Niech g = f* i niech n € N. Nalezy udowodnié, ze g*(n) = f(n). Oznaczmy: p = g*(n).
Zalézmy najpierw, ze p = 0. W tym przypadku
n<g(l)=rf"(1)

i wobec tego f*(1) jest liczba naturalna. Niech m = f*(1). Wtedy n < m oraz f(m) < 1. Zatem
f(m)=01stad f(n) =0 (gdyz funkcja f jest niemalejaca). Jesli wiec p =0, to f(n) =0 = g*(n).
Niech teraz p > 1. Oznaczmy: v = f*(p), v = f*(p + 1). Z réwnowaznosci 2.1.2 wynika, ze
9(p) <n<g(p+1), czyli
frp) <n< frp+1),

a wiec u < n < v. Mamy ponadto:
<p<flutl), flo)<p+1<flot+1)
Poniewaz u+ 1 < n < v oraz ciag f jest niemalejacy, wiec
flu+1) < fn) < flv).
Z tych nieréwnosci otrzymujemy: f(n) < f(v) < p+1, wiec f(n) < p oraz
p< flut1) < f(n),

czyli p < f(n). Zatem f(n) =p=g*(n). K
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Przedstawmy teraz kilka nastepnych wtasnosci ciagéw postaci f*.
2.1.5. Niech f € A i niech m,n € N. Jesli f(m) <mn, to f*(n) > m.

D. Oznaczmy g = f* i niech b = g(n). Wtedy n < f(b+ 1), stad f(m) < n < f(b+ 1) i stad
m < b+ 1 (poniewaz funkcja f jest niemalejaca). Zatem m < g(n) + 1, czyli m < f*(n). X

2.1.6. Niech f € A. Nie ma takich liczb naturalnych m,n, dla ktorych zachodzq jednoczesnie
dwie nieréwnosci f(m) = n oraz f*(n) = m.

D. Przypuéémy, ze takie liczby naturalne m,n istnieja. Oznaczmy: g = f*, a = f(m), b = g(n).
Mamy wtedy a > n, b > m oraz g* = f (patrz 2.1.4) i z réwnowaznosci 2.1.2 otrzymujemy nieréwnosci

gla) <m <gla+1), [f(b) <n<[f(o+1).

Zatem f(b) < n < a = f(m) istad b < m (poniewaz funkcja f jest niemalejaca). Otrzymali$my
sprzecznosé; zatozyliSmy bowiem, ze b > m. To konczy dowdd.

Do sprzeczno$ci mozna réwniez dojéé innym sposobem. Mamy g(a) < m < b = g(n), wigc a < n
(poniewaz funkcja g jest niemalejaca), whrew temu, ze a > n. X

2.1.7. Niech f € A. Dla dowolnych liczb naturalnych m,n zachodzi dokladnie jedna z nie-
réwnosci:
f(m)<n b f*(n)<m.

D. Niech m,n € N. Jedli f(m) < n, to f*(n) > m (patrz 2.1.5). Jesli natomiast f(m) > n, to -
na mocy 2.1.6 - mamy nieréwno$é¢ f*(n) < m. X

2.1.8. Jesli f € A, to dokladnie jedna z liczb f(1), f*(1) jest réwna zero.

D. Zastosujmy 2.1.7 dla m = n = 1. Zachodzi dokladnie jedna z nieréwnosci f(1) < 1 lub
f*(1) < 1. Zachodzi wiec dokladnie jedna z réwnosci f(1) =0 lub f*(1) =0. K

2.1.9. Jesli f € A, to f*(n) # f(n) dlan € N.

D. Przypus$émy, ze istnieje taka liczba naturalna n, dla ktérej zachodzi réwnosé f*(n) = f(n).
Jesli f(n) < n, to (patrz 2.1.5) f*(n) > n i wtedy mamy sprzeczno$é. Jesli natomiast f(n) > n, to
f*(n) < niznowu otrzymujemy sprzecznosé. X

2.1.10. Niech f bedzie takq funkcjg nalezacq do zbioru A, Ze f*(1) > 1. Oznaczmy:
anp = f*(n) dla neN.
Wtedy a1, as,as, ... sq¢ liczbami naturalnymi © dla kazdej liczby naturalnej n mamy:
1) flan) <mn;
2) flap+1)=n;

(
(2)
(3) flan+1)> f(an);

(4)  apm) <n, gdy f(n) > 1;
(5)

(6)

w

5 f()=[f2)=--= f(a1) =0 oraz f(a1 +1) > 0;
6) Jesli apy1 > an, to flan+1) = flap+2)=---= flap+1) = n.
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D. Przez U, oznaczaé bedziemy zbiér tych wszystkich liczb naturalnych b, dla ktérych zachodzi
nieréwnosé¢ f(b) < n. Wiemy, ze a, = f*(n) = |Uy,|, a zatem

Un:{l,2,...,an}.

W szczegdlnosci, a,, € U, oraz a, +1 & U, wiec f(a,) < noraz f(a,+1) > n iponadto, f(a, +1) >
f(an)7 gdyz
flan +1) 2 n > f(an).

W ten sposéb wykazaliémy wlasnosci (1), (2) i (3). Poniewaz f(n) > f(n), wigc (na mocy 2.1.6)
f*(f(n)) <n, czyli ajpy < noile f(n) € N; mamy wiee wlasno$é¢ (4). Nastepna wlasnoéé (5) jest
oczywista.

Zalézmy, ze ani1 > an,. Wtedy z (2) i (3) mamy nieréwnosci

ngf(an“i’l)gf(an+2)<"'<f(an+l)<n+1>

z ktérych wynika wlasnosé (6). X

2.1.11. Niech h bedzie dowolnym ciggiem o wyrazach naturalnych i niech f,g bedqg takimi
ciggami nalezZgcymi do zbioru A, Ze

ff(n) = f(n)+h(n), g*(n)=gn)+h(n) dla necN.
Wtedy f =g.

D. Z zalozen wynika, ze f*(1) > 1 i ¢*(1) > 1. Mozemy wiec korzystaé z wlasnosci podanych
w 2.1.10. Oznaczmy: a, = f*(n), b, = g*(n) dla n € N. Wykazemy (metoda indukcji matematycznej),
ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza nastepujace réwnosci:

a, = b, oraz
") { f@)=g() dla i<a

Poniewaz f(1) = 0 oraz g(1) = 0 (patrz 2.1.10), wiec a1 = by, gdyz
a1 = f(1)+h(1) =h(1) = g(1) + h(1) = b;.

Ponadto, f(i) = g(i) = 0 dla wszystkich i < ay. Jest wigc jasne, ze réwnosci (r) zachodza dla n = 1.

Zal6zmy teraz, ze n > 1 jest taka liczba naturalna, dla ktérej zachodza réwnosci () 1 rozpatrzmy
dwa przypadki.

Przypadek 1. Zalézmy, ze n+1 < a,. W tym przypadku f(n+1) = g(n+1) (poniewaz f(i) = g(¢)
dlai < a,) i wobec tego ap+1 = f(n+1)+h(n+1) =g(n+1)+h(n+1) = byy1. Mamy wiec réwnosé
ap41 = bn+1'

Przypomnijmy, ze ant1 = an. JeSli ant1 = an, t0 bpi1 = by (gdyz bpt1 = any1 = an = by) i
wtedy f(i) = g(i) dla i < any1.

Jedli natomiast a,11 > ap, t0 byr1 > by (gdyz bpy1 = apy1 oraz b, = a,) i wtedy (patrz 2.1.10)
zachodzg réwnosci

f(an—l—l)Zf(an—i—?):-~-=f(an+1)ang(bn—l—l)Zg(bn+2)=---=g(bn+1),

a zatem f(i) = ¢(i) dla i < apy1. WykazaliSmy, ze - w rozwazanym przypadku - dla liczby n + 1
zachodza réwnosci (r).

Przypadek 2. Zalézmy, ze n+1 > a,. W tym przypadku a,, 1 jest ostro wieksze od a,,. Istotnie:

ant1 = f(n+1)+h(n+1) < flan+1)+h(n+1)<n+hn+1)<n+1>a,.
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Wykorzystaliémy nieréwnos$é f(a, + 1) < n, podana w 2.1.10(2). Zauwazmy, ze wykazaliSmy wigcej:
a1 2n+1>ay.

Poniewaz b, = a,,, wiegc mamy réwniez nieréwno$¢ n + 1 > b, z ktérej wynika (co wykazujemy tak
samo jak powyzej), ze b,y+1 = n+ 1> b,. Korzystamy z 2.1.10(6) i mamy:

flan +1) = flan+2) == flans1) =n=g(by, +1) = g(by, +2) = -+ = g(bny1).

Alea,+1<n+1<app1oraz b, +1 <n+1< by, wiee f(n+1) =n=g(n+1)iwobec tego
ant1 = bnt1, gdyz apy1 = f(n+1)+h(n+1) =g(n+1)+h(n+1) = by41. Ponadto f(i) = g(i) dla
i < Gpy1. Zatem, w rozwazanym przypadku, dla liczby n + 1 réwniez zachodza réwnosci (r).

W ten sposéb wykazalismy, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodza réwnosci (r). Dla kazdej
wiec liczby naturalnej n mamy: f(n) = a, — h(n) = b, — h(n) = g(n), a wiec f = g¢. X

2.1.12. Dla kazdego niemalejgcego ciggu h, o wyrazach naturalnych, istnieje dokiadnie jeden
taki cigg f € A, Ze
fr(n) = f(n) + h(n)

dla wszystkich n € N.

D. Dla kazdej liczby naturalnej n zdefiniujemy pare (a,, f,), w ktérej a,, bedzie liczba naturalna,
fn bedzie niemalejaca funkcja ze zbioru U,, do zbioru Ny, gdzie U,, = {1,2,...,a,} i spelnione beda
nastepujace warunki:

(@)  anzm

() falan) <n;

(€)  an=fuln)+h(n);

(d) jesli n > 2, to;

(d1) ap—1 < Qnp,

(d2) fu(@) = fn_1(i) dla i € Up_1;

(ds) jesli dodatkowo an,—1 < an, to fp(i)=n—1 dla i€ A, ~ A,_1.

Pary te zdefiniujemy w sposéb indukcyjny.

Konstrukcja pary (a1, f1). Przyjmujemy, ze a; = h(1) oraz

fi(1) = f1(2) = = fi(a1) = 0.

Wtedy oczywiscie a1 > 1, fi(a1) < 1 oraz a3 = f(1) + h(1). Dla n = 1 spelnione sa wiec wszystkie
warunki oznaczone przez (w).

Konstrukcja pary (aq, f2). Zachodzié moga dwa nastepujace przypadki.
Przypadek 1. Zalézmy, ze 2 < a;. W tym przypadku przyjmujemy, ze

ag = h(2)

Poniewaz ciag h jest niemalejacy, wiec as > a1 (bo az = h(2) > h(1) = a;). Ponadto, as > 2 (gdyz
as > a1 > 2). Definiujemy funkcje fo : Us — Ny, przyjmujac:

. 0, gdy €U,
f2(i) = )
1, gdy € Uy~ U;.
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Jest jasne, ze funkcja fo jest niemalejaca oraz, ze fa(az) < 2. W rozwazanym przypadku liczba 2
nalezy do zbioru U;. Zatem f5(2) = 0 i wobec tego

as = h(2) = £2(2) + h(2).

Mamy wiec pare (az, f2) spelniajaca warunki (w).
Przypadek 2. Zalézmy, ze 2 > a;. W tym przypadku a; jest réwne 1. Przyjmujemy:

as =1+ h(2).

Mamy wtedy: as > 2 oraz as > a1. Funkcje fs : Uy — Ny definiujemy tak samo jak powyzej, tzn.

. 0, gdy €U,
f2(i) = .
1, gdy i€ U;\U;.

Jest jasne, ze funkcja fy jest niemalejaca oraz, ze fo(az) < 2. W rozwazanym przypadku liczba 2 nie
nalezy do zbioru Us; nalezy natomiast do zbioru Us. Zatem f2(2) = 1 i wobec tego

as =1+ h(2) = f2(2) + h(2).
Mamy wiec pare (ag, f2) spelniajaca warunki (w).
Krok indukcyjny. Niech n > 2 i zalézmy, ze zdefiniowane sa pary (a1, f1), (a2, f2), ..., (an, fn)
spelniajace odpowiednie warunki (w). Zdefiniujemy pare <Gn+1, frne1). W tym celu rozpatrzmy dwa
nastepujace przypadki.

Przypadek 1. Zalézmy najpierw, ze n+1 < a,. W tym przypadku n+1 € U, i wobec tego wiemy
co to jest f,(n+ 1). Definiujemy:

pt1 = fn(n+1)+h(n+1).
Poniewaz funkcje f, i h sa niemalejace, wiec
apt1 = fun+ D) +h(n+1) > fn(n)+hn)=a, 2n+1,

a zatem a,41 = an oraz a,+1 > n+ 1. Definiujemy funkcje f,11 : Upy1 — Np, przyjmujac:

fu(i), gdy €Uy,
n, gdy ¢€ Upt1 N\ U,.

fn-&-l(i) = {

Przypomnijmy, ze Upy1 = {1,2,...,an41}. Jesli apy1 = ap, to Upq1 = U, 1 wtedy funkcje fp, i fri1
sa identyczne; w szczegdlnosci wtedy funkcja f,41 jest niemalejaca oraz

faz1(ani1) = falan) <n<mn+1.
Jesli natomiast a,,+1 > ay,, to funkcja f,,41 jest réwniez niemalejaca, gdyz wtedy
fovi(an) = falan) <n = fopi(an +1) = farilan +2) = = fari(anta).
Ponadto, fr+1(ant1) <n <n+1oraz
pt1 = fun(n+1)+h(n+1)= fora(n+ 1)+ h(n+1).

W rozwazanym przypadku para (an4+1, fnt1) spelnia wiec warunki (w).

Przypadek 2. Zalézmy, ze n + 1 > a,. Przyjmujemy:

apt1 =n+ h(n+1).
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Mamy wtedy an+1 = n+1 > a,, a zatem ap41 = n+ 1 oraz an4+1 > a,. Funkcje fr41 : Upp1 — Ny
definiujemy tak samo jak powyzej, tzn.

. fu(i), edy i€ Uy,
fn+l(l) = .
n, gdy ¢ € Upt1 NU,.

Jest jasne, ze funkcja f,, jest niemalejaca oraz, ze fp+1(an+1) < n+ 1. W rozwazanym przypadku
liczba n+ 1 nie nalezy do zbioru U,,; nalezy natomiast do zbioru U, 1. Zatem f,,+1(n+1) = n i wobec
tego

Mamy wiec pare (an+1, fn+1) spelniajaca warunki (w). Tym samym zakonczyliémy indukecyjna kon-
strukcje par postaci (an, fr).

ZdefiniowaliSmy ciag par (a,, fr), spelniajacych warunki (w). Mamy zatem niemalejacy ciag liczb
naturalnych (a,) i to taki, ze a,, > n dla wszystkich n. Ciag (a,,) jest wiec nieograniczony.
Rozwazmy teraz funkcje f: N — Ny zdefiniowana nastepujaco. Niech x € N. Przyjmujemy:

flx)=n-1,

gdzie n jest najmniejsza taka liczba naturalna, ze « < a,. W szczegdlnosei, jesli < aq, to f(z) = 0.
Jedli natomiast as < x < asy1, gdzie s € N, to f(x) = s. Z przeprowadzonej konstrukcji wynika, ze

f(x) = ful(z),

dla wszystkich liczb naturalnych n takich, ze < a,,. W szczegdlnodci f(n) = fn(n) dlan € N (gdyz
n < ay). Poniewaz kazda funkcja postaci f,, jest niemalejaca, wiec funkcja f jest réwniez niemalejaca.
Jest ponadto jasne, ze funkcja f jest nieograniczona. Zatem funkcja f nalezy do zbioru A.

Mamy ponadto, f(a,) = fn(an) < n oraz
flan +1) = fopa(an +1) =n
dla n € N. Dla kazdej wiec liczby naturalnej n zachodzi réwnosé
f*(n) = ay,.
Ale ap, = fn(n)+h(n) = f(n)+h(n), zatem f*(n) = f(n)+h(n) dlan € N. W ten sposéb wykazalismy,
ze istnieje cigg f nalezacy do A i spelniajacy rownosé
f*(n) = f(n) + h(n).
To, ze taki ciag jest tylko jeden, wynika z twierdzenia 2.1.11. X

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
2.2 Przyklady ciggéw postaci f*
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Rozpoczynamy od przykladu dotyczacego liczb pierwszych. Niech p = (pp)nen bedzie
ciagiem kolejnych liczb pierwszych:

p1:27 p2:37 p3:57 p4:77

Jest to ciag niemalejacy, nieograniczony i wszystkie jego wyrazy sa nieujemnymi liczbami
catkowitymi. Ciag ten nalezy zatem do zbioru A i wobec tego istnieje ciag p* : N — Ny,
okreslony réwnosciami

p(n) = |{a e N p(a) <n}]
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dla n € N, tzn. p*(n) jest liczba wszystkich liczb pierwszych mniejszych n. Liczbe wszystkich
liczb pierwszych nie wigkszych od danej liczby rzeczywistej x oznacza si¢ przez 7(x). Mamy
zatem:

2.2.1. p*(n) =n(n—1) dlan € N.

Nastepny przyktad dotyczy poteg liczby e i logarytméw naturalnych.
2.2.2. Jesli f(n) = [e”} dlan €N, to f*(n) = {lnn} dlan e N.

D. Niech n € N i niech f*(n) = k. Wtedy f(k) +1 <n < f(k+1), czyli
[ek} +1<n< [ekﬂ] < ekt
istad efF < n < e Ale ! ¢ N, wiec efF < n < e*T! i wobec tego k < Inn < k + 1. Zatem,
lnn] =k = f*(n). K
W tym dowodzie istotne bylo tylko to, ze potega naturalna liczby e nie jest liczba natu-

ralna. W ten sam sposéb dowodzimy:

2.2.3. Niech a bedzie takg dodatniq liczbg rzeczywistq, ktorej kazda naturalna potega nie jest
liczbg naturalng (na przyklad niech a bedzie dodatniq liczbg przestepnq). Jesli f(n) = [a"] dla
n €N, to

f*(n) = [log, n]
dla n € N.

2.2.4. Jesli x jest dodatnig liczbg niewymierng oraz f(n) = [nx] dlan € N, to f*(n) =
[z !n] dlan € N.

D. Niech f*(n) = k. Wtedy f(k) +1 < n < f(k+1) czyli [kz] +1 < n < [(k+ 1)z] i stad
kx < n < (k4 1)z. Poniewaz liczba x jest niewymierna, wiec n < (k + 1)x i wobec tego

k<ﬁ<k+L
xr

Zatem [z 'n] =k = f*(n). ¥

2.2.5. Niech s > 2 bedzie liczbg naturalng i niech f(n) = sn dla n € N. Wtedy

frim =[]

s
dla n € N.

D. Niech n € N1i f*(n) = k. Wtedy f(k)+1<n < f(k+1) i mamy kolejno:
sk+1<n<s(k+1),

sk<n—-1<sk+1)—1<s(k+1),
1

n —

k< <k+1,

a zatem f*(n) =k
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2.2.6. Niech2 < a €N, beZ oraz f(n) =an+b dlan € N. Wtedy

0, gdy n<a+b,

ff(n) = —bh—
(n) {n(ll)l}, gdy n>a-+b.

D. Niechn € Ni f*(n) = k. JeSlin < a+b, ton < f(1) i wtedy k = 0 (patrz 2.1.2). Zalézmy, ze
n > a+b. Wtedy k£ > 1 i mamy kolejno:
fk+1),
ak+b+1<n<alk+1)+0b,
1)—1<alk+1),

kS — <k+1,
a

v/, m=b—1
azatemf(n)—k—[a }X

Teraz rozpatrzymy kilka przyktadéw funkcji f : N — Ny postaci f(n) = an® +bn +c.

2.2.7. Jesli f(n) = n?, to

D. Niech n € Ni f*(n) = k. Wtedy f(k)+1<n < f(k+1)imamy kolejno:
BP+1<n< (k+1)%
E<n—1<(k+1)%—-1<(k+1)%
E<vVn—1<k+1,

azatem f*(n)=k=[Vn—1]. X
2.2.8. Jesli f(n) =n?—n, to
. 1
frm = Va3
D. Niech n e Ni f*(n) = k. Wtedy f(k)+1<n < f(k+1)imamy kolejno:
B —k+1<n<(k+1)2—(k+1) =k +k,

1 1
k2+k+1<n<k2+k+1,

1\? 1\?
(k:—2> <n<<k‘+2>,
1 1
k—§<\/ﬁ<k+§7

1
k<\/ﬁ+§<k+1,

a zatem f*(n) =k = [\/ﬁ—&—ﬂ X
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Nastepne dwa przyklady dotycza liczb tréjkatnych, czyli liczb naturalnych postaci

1
2.2.9. Jesli f(n) = ty, to
1
ff(n) = [\/211—1—2].
D. Niech n e Ni f*(n) = k. Wtedy ¢ + 1 < n < g1 i mamy kolejno:
k*+k tig<ng (k+1)(k+2) k*+3k+2
2 ~X ~X -

2 2 ’
B2+ k+2<2n<k?+3k+2,

4k+1<2n—1<k2+3k+1,

1
k2+k+z<2n71<k2+3k+§,

1\? 3\°
k+ = 2n—1 k+ =
<+2) < 2n <( +2),

1 3

k+§<\/2n—l<k+§,

1
k<\/2n—1—§<k+1,

a zatem f*(n) =k = [\/Qn— 1- ;] X

2 _
2.2.10. Jesli f(n) = ——"

2

, to

Fn) = [m%]

D. Niech n e Ni f*(n) = k. Wtedy f(k) +1 < n < f(k+ 1) i mamy kolejno:

2 2
+1<n<(/~ﬂ+1) (k+1) _k +k’
2 2
E—k+2<2n<E*+k,

1 1
—k+-<n<kB+k+=
+4 n + +4,

2 2
1 1
(k—2> <2n<(k+2> ,
1 1
k—=-<V2n<k+ -,
2 2
1
k<\/2n+§<k—|—1,

a zatem f*(n) =k = [\/ﬁ—f— ;} X
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Zanotujmy jeszcze nastepujace uogdlnienie przyktadu 2.2.7.

2.2.11. Niech 2 < s € N. Jesli f(n) =n®, to
f*(n) = {Sn—l}.
D. Niech n e Ni f*(n) = k. Wtedy f(k)+1<n < f(k+1)imamy kolejno:
B 4+1<n<(k+1)°,

B<n—1<(k+1)°—1< (k+1)°,
E<n—1<k+1,

azatem f*(n)=k=[vVn—-1]. K

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
2.3 Ciagi komplementarne
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Niech F,G : N — N beda ciggami. Przypomnijmy, ze ciagi te sa komplementarne (ang.
complementary sequences), jesli spelniaja nastepujace trzy warunki:

(1) sa Scisle rosnace,

(2) nie maja wspélnych wyrazéw, tzn. F(N) N G(N) = §;

(3) kazda liczba naturalna jest wyrazem jednego z tych ciagéw, tzn. F(N) U G(N) = N.

Ciagi F = (1,3,5,7,9,...) i G = (2,4,6,8,10,...), odpowiednio liczb nieparzystych i
parzystych, sa komplementarne. Ciagi F = (3,6,9,12,...) i G =(1,2,4,5,7,8,10,11,...),
liczb naturalnych odpowiednio podzielnych i niepodzielnych przez 3, sa komplementarne. Cia-

gi F=(1,4,9,16,25,...) i G=(2,3,5,6,7,8,10,11,...), liczb odpowiednio kwadratowych
i niekwadratowych, sa komplementarne. Tego rodzaju przyktadéw jest bardzo duzo.

Ciagi komplementarne mozna w pewien sposéb konstruowaé¢ za pomocg dowolnego cig-
gu f, nalezacego do zbioru A. Rozpatrzmy dla przyktadu ciag f = (3,5,7,9,11,...). W tym
przypadku f* = (0,0,0,1,1,2,2,3,3,4,4,...). Niech F,G : N — N beda ciagami okreslonymi
rownosciami:

F(n)=n+ f(n), G(n)=n+f*(n)
dla n € N. W naszym przypadku sa to ciagi:

F =(4,7,10,13,16,...), G =(1,2,3,5,6,8,9,11,12,14,...).

Latwo mozna sprawdzié, ze powyzsze ciagi F' i G sa komplementarne.

Okazuje sie, ze to nie jest przypadek. Dla kazdego ciggu f, nalezacego do zbioru A (czyli
ciggu, ktéry jest niemalejacy, nieograniczony i wszystkie jego wyrazy sa nieujemnymi licz-
bami catkowitymi), ciagi F' i G, zdefiniowane w powyzszy sposob, sa komplementarne. Co
wiecej, kazda para ciagéw komplementarnych jest takiej postaci. Udowodnili to, w 1954 roku,
J. Lambek i L. Moser.
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Zamierzamy przedstawi¢ dowody wspomnianych wynikéw Lambeka i Mosera. W tym celu
zanotujmy najpierw kilka poczatkowych obserwacji.

2.3.1. Niech h € A i niech
H(n) = n+ h(n)
dla n € N. Wtedy cigg H jest scisle rosngcy.

D. Hn)=n+h(n)<(n+1)+h(n)<(n+1)+h(n+1)=Hn+1). K

2.3.2. Niech F,G : N — N bedg ciggami komplementarnymi i niech
fn)=F(n)—n, g(n)=G{n)—n,
dla n € N. Wtedy ciqggi f,g nalezg do zbioru A.

D. Wykazemy, ze f € A. Poniewaz ciag F jest éciSle rosnacy, F(n) > n dla wszystkich n € N.
Kazde wigc f(n) jest nieujemna liczba catkowita. Mamy ponadto:

fmM)=Fn)—n<Fn+1l)—n=Fn+1)—(n+1)+1=f(n+1)+1,

czyli f(n) < f(n+1)+1, awiee f(n) < f(n+1). Ciag f jest wiec niemalejacy.

Przypusémy teraz, ze ciag f jest ograniczony. Istnieje wtedy taka nieujemna liczba catkowita a,
ze f(n) = a dla wszystkich n wigkszych od pewnej liczby naturalnej ng. Wtedy F(n) = n + a dla
wszystkich n > ng. To oznacza, ze wszystkie liczby naturalne, poczawszy od liczby (ng + a + 1), sa
wyrazami ciggu F. To implikuje, ze ciag G ma tylko skonczenie wiele wyrazow, a to jest sprzeczne z
tym, ze G jest Scisle rosnacym ciggiem nieskonczonym. Zatem ciag f jest nieograniczony. Pokazali$my,
ze f € A. W podobny sposéb wykazujemy, ze g € A. K

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
2.4 Twierdzenia Lambeka i Mosera

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
Teraz mozemy juz udowodnié¢ nastepujace twierdzenia.

2.4.1 (Lambek, Moser, 1954). Niech F,G : N — N bedg ciggami komplementarnymi. Ist-
nieje wtedy dokladnie jeden taki cigg f, nalezgcy do zbioru A (czyli cigg niemalejacy, nieo-
graniczony, ktérego wyrazami sq nieujemne liczby calkowite), ze

F(n)=n+f(n), Gn)=n+[f"(n)

dla wszystkich n € N. ([Mon] 61(1954) 454-458, [ME] 4(1)(1998) 2).

D. Oznaczmy: f(n) = F(n)—n oraz g(n) = G(n) —n dlan € N. Wiemy (patrz 2.3.2), ze f,g € A.
Wystarczy zatem udowodnié¢, ze dla kazdej liczby naturalnej s zachodzi réwnoécé

g(s) = [ (s).

Niech s € N. Niech m = G(s). To oznacza, ze w ciagu G wystepuje dokladnie s wyrazéw mniejszych
lub réwnych m, To oznacza rowniez, ze w ciagu F wystepuje dokladnie m — s wyrazéw mniejszych od
m 1 przy tym m nie jest wyrazem tego ciagu. Oznaczmy przez r liczbe m — s. Jest oczywiste, ze jesli
r=0,to f*(s) =0=g(s).
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Dalej zalézmy, ze r > 1. W tym przypadku liczba naturalna F(r) jest ostro wicksza od m i stad
wynika, ze f(r) < s. Istotnie, f(r) = F(r) —r < m —r = s. Mamy ponadto,

fr+)=F@r+1)—(r+l)>m—-(r+1l)=m—-r—-1=s—-1,

wiec s < f(r + 1). Wykazalidmy, ze
fr) <s< f(r+1),

a zatem (na mocy 2.1.2) f*(s) = r. Zauwazmy, ze g(s) = G(s)—s = m—s = r. Mamy wiec oczekiwana
réwnosé g(s) = f*(s). WykazaliSmy wiec, ze g = f* i to konczy dowdd tego twierdzenia. X

2.4.2 (Lambek, Moser, 1954). Niech f : N — Ny bedzie niemalejgcym i nieograniczonym
ciggiem. Niech
F(n)=n+ f(n), G(n)=n+f"(n), dlanecN.

Wtedy ciggi F' i G sq komplementarne. ([Mon] 61(1954) 454-458, [ME] 4(1)(1998) 2.).

D. Wiemy juz (patrz 2.3.1), ze ciagi F i G sa $cidle rosnace i wszystkie ich wyrazy sa liczbami
naturalnymi.

Pokazemy, ze zbiory F(N) i G(N) sa rozlaczne. Przypusémy, ze F'(n) = G(m) dla pewnych n,m €
N. Niech a = f*(m). Wtedy

fla)<m< fla+1) oraz f(n)+n=a+m.

Zatem wtedy f(a) +a <m+a < f(a+1)+aistad F(a) < F(n) < F(a+1). Ciag F jest cisle
rosnacy, wiec a < n < a + 1 i mamy sprzecznosc.

Nalezy jeszcze wykazaé, ze F(N) U G(N) = N. W tym celu wprowadzmy nowy ciag
H:N-—-N,

bedacy uzupelnieniem ciagu F', tzn. H jest ciggiem tych wszystkich kolejnych liczb naturalnych, ktére
nie sg wyrazami ciagu F.
Jest oczywiste, ze ciag H jest SciSle rosnacy i ciagi F, H sa komplementarne. W szczegoélno$ci

F(N)UH(N) = N.

Z twierdzenia 2.4.1 wiemy, ze istnieje taka funkcja h € A, ze F(n) = n+ h(n) oraz H(n) = n+ h*(n)
dlan € N. Ale h(n) = F(n) —n = f(n), wigc h = f, h* = f* i stad

H(n) =n+ h%t(n) =n+ f*(n) = G(n).

Zatem, F(N) UG(N) = F(N) U H(N) = N. K

% J. Lambek, L. Moser, Inverse and complementary sequences of natural numbers, [Mon] 61(1954)
454-458.

Yau Kwan Kiu Gary, Inverse sequences and complementary sequences, [ME] 3(4)(1997) 2.

A proof of the Lambek and Moser theorem, [ME] 4(1)(1998) 2.
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2.5 Zastosowania twierdzen Lambeka i Mosera
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Rozpatrzmy na poczatek ciagi komplementarne F' = (2,4,6,,...,) oraz G = (1,3,5,...).
7 twierdzenia 2.4.1 wynika, ze istnieje taki ciag f € A, ze

F(n)=n+ f(n) oraz G(n)=n+ f*(n).

Poniewaz F'(n) = 2n, G(n) =2n— 1, wigc w tym przypadku f(n) = F(n) —n=2n—n=mn
oraz f*(n) =mn — 1. Mamy zatem réwnosci:

£(1,2,3,4,..), f*=(0,1,2,3,...).

Roéwnosci te wynikaja natychmiast z definicji ciagu f*. Nie jest potrzebne w tym przypadku
twierdzenie Lambeka-Mosera.

Niech p = (pn)nen bedzie ciagiem kolejnych liczb pierwszych: p1 = 2, py = 3, p3 = 5,
pa =7, itd. Wiemy (patrz 2.2.1), ze

p*(n) = 7(n - 1)

dla n € N, gdzie 7(x) oznacza liczbe wszystkich liczb pierwszych nie wiekszych od danej
liczby rzeczywistej x. Z twierdzenia Lambeka-Mosera 2.4.2 wynika zatem, ze jesli

F(n)=n+p, oraz Gn)=n+mn(n—1)
dla n € N, to ciagi F, G sa komplementarne. Udowodniliémy wiec nastepujace twierdzenie.
2.5.1. Niech (py) bedzie ciggiem kolejnych liczb pierwszych i niech
A= {n+pn; nGN} oraz B = {n—Hr(n—l); nGN}.

Wtedy AU B =N oraz AN B = (). ([Mon] 61(1954) 455).

Nastepny przyktad dotyczy poteg pewnej liczby a i logarytmow. Z faktu 2.2.3 i twierdzenia
2.4.2 otrzymujemy:

2.5.2. Niech a bedzie takg dodatniq liczbg rzeczywistq, ktorej Zadna naturalna potega nie jest
liczbg naturalng (na przyklad niech a bedzie dodatniq liczbg przestepng). Niech

A:{n+[a"]; nEN} oraz B = {n—i—[logan]; nEN}.
Wtedy AUB =N oraz AN B = ().
Zanotujmy to samo dla a = e.

2.5.3. Niech
A:{n—l—[e"]; neN} i B:{n—l—[lnn]; nEN}.

Wtedy AUB =N oraz AN B = (). ([Mon] 61(1954) 455).
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Niech teraz
F=(3,6,9,12,...), G=(1,2,4,5,7,8,10,...).

Ciag F', to kolejne wielokrotnosci trojki. Ciag G natomiast powstal przez skreslenie w cia-
gu kolejnych liczb naturalnych wszystkich liczb podzielnych przez 3. Ciag G jest wiec uzu-
petnieniem ciggu F. Chcemy znalezé wzor na n-ty wyraz ciggu G. Chcac to zrobié, za-
uwazmy najpierw, ze ciagi F' i G sg komplementarne. Z twierdzenia 2.4.1 wynika zatem, ze
G(n) =n+ f*(n), gdzie

f(n)=F(n)—n=3n—n=2n.

Do znalezienia szukanego wzoru wystarczy wiec opisa¢ funkcje f*, gdzie f = (2,4,6,8,...).
—1
Wykazalismy (patrz 2.2.5), ze f*(n) = [n

2
stwierdzenie.

]. W ten sposéb udowodniliémy nastepujace

2.5.4. W ciggu wszystkich kolejnych liczb naturalnych skreslamy liczby podzielne przez 3.
Mamy wtedy cigg

1,2, 4,5, 7, 8,9, 10, 11, 13, 14, 16, 17, 19, ...,

n+["ﬂ.

ktorego n-ty wyraz jest réwny

W ten sam sposéb otrzymujemy nastepne stwierdzenie.

2.5.5. W ciggu wszystkich kolejnych liczb naturalnych skreslamy liczby podzielne przez 4.
Mamy wtedy cigg

1,2 3,5 6,7, 9, 10, 11, 13, 14, 15, 17, 18, ...,

n+ [";1]

ktorego n-ty wyraz jest réwny

Przedstawione stwierdzenia sa szczegdlnymi przypadkami nastepujacego wniosku z twier-
dzenia 2.4.1.

2.5.6. Niech d > 3 bedzie ustalong liczbg naturalng i niech G bedzie ciggiem wszystkich
kolejnych liczb naturalnych niepodzielnych przez d. Wtedy

n—1

G(n):n—i-[d_l

} , dla neN.

D. Oznaczmy przez F ciag kolejnych liczb naturalnych podzielnych przez d. Dany ciag G jest
uzupelnieniem ciggu F. Ciagi F' i G sa wiec komplementarne. Z twierdzenia 2.4.1 wynika, ze G(n) =
n+ f*(n), gdzie

fn)=Fn)—-n=dn—n=(d—1)n.
n—1 n—1
d—l} Zatem G(n) =n + {d—l} X

Inny dowdd znajdziemy w drugim wydaniu ksiazki [N10], w rozdziale o czesci catkowite;.

Wyrazy powyzszego ciggu G opisal w 2002 roku M.A. Nyblom za pomocg funkcji ”sufit”.

WykazaliSmy (patrz 2.2.5), ze f*(n) = {
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2.5.7 (M.A. Nyblom, [Nyb]). Niech d > 3 bedzie ustalong liczbg naturalng i niech G bedzie
ciggiem wszystkich kolejnych liczb naturalnych niepodzielnych przez d. Wtedy
n—1

Gn)=n+ Ll—l—‘ -1, dla neN

2.5.8. W ciggu wszystkich kolejnych liczb naturalnych skreslamy wszystkie liczby tréojkgtne.
Mamy wtedy cigg 2,4,5,7,8,9,11, ..., ktorego n-ty wyraz jest rowny

nt |van+ 1.
Vo 3]

D. Oznaczmy przez F ciag kolejnych liczb tréjkatnych. Dany ciag G jest uzupelnieniem ciagu F.
Ciagi F' i G sa wiec komplementarne. Z twierdzenia 2.4.1 wynika, ze G(n) =n + f*(n), gdzie

nT-—n

1 1
Wykazalidmy (patrz 2.2.10), ze f*(n) = {\/ 2n + 2} Zatem, G(n) =n + [\/ 2n + 2} X

2.5.9. W ciggu wszystkich kolejnych liczb naturalnych skreslamy wszystkie liczby kwadratowe.
Mamy wtedy cigg 2,3,5,6,7,8,10,11,... (liczb niekwadratowych), ktérego n-ty wyraz jest
rowny

n—i—{\/ﬁ—&-;].

D. Oznaczmy przez F ciag kolejnych liczb kwadratowych. Dany ciag G jest uzupelnieniem ciggu
F. Ciagi F i G sa wiec komplementarne. Z twierdzenia 2.4.1 wynika, ze G(n) = n+ f*(n), gdzie

f(n)=F(n)—n=n?—n.
Wykazalismy (patrz 2.2.8), ze f*(n) = [\/ﬁJr ﬂ Zatem, G(n) =n + {\/ﬁ+ ﬂ X

Inne dowody znajdziemy w drugim wydaniu ksiazki [N10], w rozdziale dotyczacym czesci
catkowitej. Pojawily sie¢ liczby postaci

1
{\/ﬁ + } .
2
Liczby te mozna przedstawiaé na rézne inne sposoby. Zanotujmy kilka przyktadéw.

2.5.10. Dla kazdej liczby naturalnej n zachodzg réwnosci:
1++V4n —2 / 3 1

2.5.11. Jesli q jest liczbg rzeczywistg takqg, Ze —% <g< i, to

[ 3] = [V va] =

([S59], [AnAF], [Nyb], [N10]).

1 1
[\/er 2} = {\/EJF 2} , dla neN. (|N10).
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2.5.12. Niech 2 < m € N. Jesli w ciggu wszystkich liczb naturalnych skreslimy wszystkie
liczby postaci a™, gdzie a € N, to w nowym ciggu liczba stojgca na n-tym miejscu jest rowna

n+ [m\/n + ’{Vﬁ} . ([Mon] 61(1954) 454-458, [Nyb], [N10]).

2.5.13. Dla kazdego niemalejgcego ciggu h : N — N istnieje dokladnie jedna para ciggow
komplementarnych (F,G) taka, Ze
G=F+h.

D. Niech h : N — N bedzie danym niemalejacym ciagiem. Wiemy (patrz 2.1.12), ze istnieje
doktadnie jeden ciag f € A taki, ze f* = f + h. Definiujemy:

F(n)=n+ f(n), G(n)=n+f"(n)
dla n € N. Ciagi F, G sa komplementarne (wynika to z twierdzenia 2.4.2) i mamy
G(n) =n+ f*(n) =n+ f(n) + h(n) = F(n) + h(n),

czyli G = F + h. Wykazaliémy istnienie pary (F,G). Udowodnimy jeszcze, ze taka para jest tylko
jedna.

Niech f, F, G beda takie jak powyzej i przypusémy, ze (U, V) jest taky para ciagdéw komplemen-
tarnych, ze V.= U + h. Niech ¢ € A bedzie takim ciagiem, ze

Un)=n+en), V(n)=n+e(n)

dla wszystkich n € N. Taki ciag ¢ istnieje na mocy twierdzenia 2.4.1. Poniewaz V = U + h, wigc
©* = @+ h. Z jedynosci podanej w twierdzeniu 2.1.12 wynika, ze ¢ = f i stad wynika, ze V = G oraz
U=F. K

7 tego twierdzenia wynika w szczegdlnosci, ze istnieja jednoznacznie wyznaczone ciagi
komplementarne F' i G takie, ze
G(n)=F(n)+n
dla n € N. Istniejg proste wzory na n-te wyrazy tych ciagéw. Zajmiemy sie tym doktadniej

w nastepnym podrozdziale. Teraz zanotujmy dwa zadania.

2.5.14. Wiemy z twierdzenia 2.5.13, Ze istniejq jednoznacznie wyznaczone takie ciggi kom-
plementarne F' 1 G, Ze
G(n)=F(n)+2n

dla n € N. Poda¢ wzory na n-te wyrazy tych ciggow.

2.5.15. Wiemy z twierdzenia 2.5.13, Ze istniejg jednoznacznie wyznaczone takie ciggi kom-
plementarne F' 1 G, Ze
G(n) = F(n) +n?

dla n € N. Poda¢ wzory na n-te wyrazy tych ciggow.
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2.6 Zastosowania dla liczb postaci [xn]

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
Zatézmy, ze x jest liczba niewymierna i niech

f(x) = [na]

dla n € N. Wiemy (patrz 2.2.4), ze wtedy
f7(n) = [0

dla n € N. Z twierdzenia 2.4.2 wynika zatem, ze ciagi

F(n) =n+[zn] oraz G(n)=n+ [z n]
sa komplementarne. Ale n + [nz| = [pn], n+ [x_ln} =[qn], gdziep=1+2z, g=1+2"1

Zauwazmy, ze

1 1
- +-=1
p q

Mamy zatem:

2.6.1 (Twierdzenie Beatty). Dia dowolnej liczby dodatniej p niech

A, = {[np]; n e N}.
Jesli p,q > 1 sq takimi liczbami niewymiernymsi, ze
1

1
11
p q

Y

to AyNAyg=0 oraz AyUA,; =N. (MR] 16.17a, [OM] Polska 1989, [Dlt] 8/1995).

Zauwazmy rowniez, ze ¢ = Ll Udowodnilismy wiec:

2.6.2. Niech p > 1 bedzie liczbg niewymierng. Niech
A={lmpl: neN}, B={lnp/(p~1): neN}.
Wowczas N jest rozlgezng sumq zbioréw A i B.
Mozna udowodnié:
2.6.3. Niech p > 1 bedzie liczbg rzeczywistq. Niech
A={lnpl neN}, B={lnp/(p—1)]; neN}.

Wowczas N jest roztgczng sumqg zbioréw A i B wtedy i tylko wtedy, gdy p jest liczbg niewy-
mierng. (IMO] Longlist 1984).
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Zanotujmy dwa wnioski wynikajace z 2.6.2.
2.6.4. Jesli
A={l0+V3n/2; neN}, B={[(V3+2n]; neN},
toN=AUB oraz ANB=0.

1+3

D. Niech p = 3 3. Wtedy Ll =3+ 21 teza wynika z 2.6.2. K
p—

2.6.5. Niech F,G : N — N bedq ciggami okreslonymi rowno$ciami

1 5 3 5
F(n)= +\fn , G(n)= +\[n
2 2
dla n € N. Ciqgi te s¢ komplementarne. ([Kw] 11/1979 27).
D. Niech p = 1 +2\/5. Wtedy Ll = 3 +2\/5 i teza wynika z 2.6.2. X
p—

Spéjrzmy jeszcze raz na twierdzenie 2.5.13. Dla ciagu tozsamosciowego h(n) = n twier-
dzenie to ma nastapujaca postac.

2.6.6. Istniejg takie jednoznacznie wyznaczone ciggi komplementarne F,G : N — N, Ze
G(n)=F(n)+n
dla wszystkich n € N. ([Kw] 6/1970 10).
Zauwazmy, ze ciagi F' i G, podane w 2.6.5, spelniaja réwno$é G(n) = F(n) + n. Istotnie,

G(n) = [3‘*'2‘/571} = [1+2\/5n —|—n} = [HT\/gn} +n=F(n)+n.

Zanotujmy:

2.6.7. Niech F,G : N — N bedg ciggami okreslonymi réownosciamsi

F(n)= ll +2\/5n] , G(n)= 5 +2\/5n1

dla n € N. Ciqgi te s¢ komplementarne. Sq to jedyne ciggi komplementarne takie, zZe
Gn)=F(n)+n
dla wszystkich n € N. ([Kw] 11/1979 27).

2.6.8. Poczgtkowe wyrazy powyzszych ciggow F i G:

(n[1]2]3[4][5[6]7[8]9[10[11[12[13][14][15][16[17[18[19]20]
F 3[4] 6 [ 8911 [12]14[16[17[19[21[22[24]25[27[29]30]32
Gl 2[5]7]10[13[15 182023262831 [34[36[39 |41 [44[47[49][52
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1++5
2

3+5
2

2.6.9. Niech F(n) =

n] , G(n)=

n] , dla n € N. Wtedy:

(1) G(n)=F(F(n)) +1 dlan€N;
(2) G(n)=F(n)+n dlan e N;
(3) F(n+1)— F(n) =1 lub 2, dokladniej

{ 1, gdy ne G(N),

Fla+1)=Fn) = 2, gdy ne F(N).

([Kw] 11/1979 27).

* M. Griffiths, Dove-tail sequences, [MG] 91(521)(2007) 300-302.

M. Griffiths, The golden string, Zeckendorf representations, and the sum of a series, [Mon] 118(6)
(2011) 497-507.

I. M. Jagtom, Systemy numeracji, [Kw] 6/1970 2-10, [Kw] 12/1991 15-22.
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3 Zbiory i rodziny ich podzbioréow
1 1 A

Niech F bedzie rodzina pewnych podzbioréw danego zbioru X. Mdéwimy, ze rodzina F
jest:
tancuchem, jesli dla kazdych dwdch zbioréow A i B, nalezacych do tej rodziny,
zachodzi A C B lub B C A;
antylaricuchem,  jesli dla kazdych dwdéch réznych zbioréw A i B, nalezacych
do tej rodziny, zachodzi A Z Bi B € A;
przecinajgcg sie, jesli dla kazdych dwéch zbioréw A i B, nalezacych do tej rodziny,
zachodzi AN B # ().
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

3.1 Podzbiory zbioru liczb naturalnych
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

3.1.1. Rodzina P(N), wszystkich podzbioréw zbioru liczb naturalnych, jest czesciowo upo-
rzadkowana przez relacje zawierania. Czy istnieje w P(N) laricuch nieprzeliczalny ? ([Dlt] 7/1993).

D. (K. Ciesielski, [DIt] 7/1993, [CiCP] 80). Taki nieprzeliczalny tancuch istnieje. Niech f : N — Q
bedzie bijekcja (zbioru liczb naturalnych na zbiér liczb wymiernych). Dla liczby rzeczywistej r okreslmy
zbiér

A, = {n eN; f(n) < 7“}.

Jest oczywiste, ze jesli r < s, to A, C A, oraz A, # As. Rodzina F = {AT; re R} jest nieprzeliczal-
nym lancuchem w P(N). X

3.1.2. Jezeli A jest takim podzbiorem zbioru N, Ze

l1eA,

2¢c A oraz

V n€cA=—=n+2¢cA,
neN

to A=N.

3.1.3. Jezeli A jest takim podzbiorem zbioru N, Ze

l1eA,

2€ A,

3e¢A oraz

V n€cA=—n+3cA,
neN

to A =N.

45
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3.1.4. Niech a i b bedg wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi. Niech S C N bedzie takim
podzbiorem, Ze

a,be S oraz
Y z4+y+z€S8,
z,Y,LES

Wtedy kazda liczba naturalna, wicksza lub réwna 2ab, nalezy do zbioru S. (JOM] Indie 1997).

3.1.5. Niech a,b € N, nwd(a,b) = 1. Méwimy, ze podzbiér S C Ny jest idealny, jesli
(1)o0e s,
(2) V a+z,b+zeS.
z€eS

1
a+b

1le jest takich idealnych podzbioréw? Odp. (a * b>, ([IMO] Shortlist 2000, [Djmp] 308(663)).
a

3.1.6. Mowimy, Ze podzbior A zbioru {1,2,...,11} jest dobry, jesli
2ke A=2k—-1, 2k+1 € A.

Ile dobrych podzbioréw ma zbidr {1,2,...,11}7 Odp. 233. ([Crux] 2000 s.145).

3.1.7. Dla danej liczby naturalnej a definiujemy zbior
Sa = {nEN; a><n< (a+1)2}.
Wykazaé, Ze wszystkie liczby postaci xy, gdzie x,y € S, s¢ parami rozne. (JOM] Indie 1998).
3.1.8. Danych jest kilka parami roznych liczb naturalnych zawartych w przedziale postaci
[nQ, (n+ 1)2},

gdzie n € N. Wykazaé, Ze wszystkie dwuczynnikowe iloczyny utworzone z tych liczb sq rowniez
parami rézne. (JOM] ZSRR 1983).

3.1.9. Niech a(n) =n? +n+1 i niech S = {a(n); n e N}. Wykazaé, zZe
a(n)a(n+1) € S
dla wszystkich n € N. (JOM] Irlandia 2000).

3.1.10. Niech A = {x2 +9% x,y € N}. Wtedy:

1) zbior N\ A jest nieskoriczony;

(2) dla kazdej liczby naturalnej n istnieje n kolejnych liczb naturalnych nie naleZgcych
do A.




Funkcje, liczby, ... 3. Zbiory i rodziny ich podzbioréw 47

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
3.2 Podzbiory zbioru liczb catkowitych
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

3.2.1. Jesli A jest podzbiorem zbioru Z takim, Ze:
(1)1e€A,
(2)aceA=a+1, a—1€A,

to A="7.

3.2.2. Niech A C Ny bedzie takim podzbiorem, Ze
a,be A= a+beA.

Jesli wszystkie liczby zbioru A nie majg wspdlnego dzielnika wiekszego od 1, to zbior A zawiera
wszystkie liczby naturalne poczgwszy od pewnej. ([Mat] 3/1977 185).
3.2.3. Niech A bedzie podzbiorem zbioru liczb catkowitych. Zatdzmy, Ze:

(a) istniejq dwie takie liczby a,b € A, Ze nwd(a,b) = nwd(a — 2,b—2) = 1;

(b) jesli z,y € A, to 2> —y € A.
Wykazaé, ze A = Z. (JOM] USA 2001).
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

3.3 Rodziny podzbioréw skonczonych zbioréw
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

3.3.1. Zbior {1,2,...,n} posiada dokladnie n! lanicuchdéw dlugosci n. ([Kw] 5/2003, 7-10).

D. Z kazda permutacja (ai,as,...,a,) zbioru {1,2,...,n} stowarzyszony jest w jednoznaczny
sposéb tancuch {a1} C {a1,a2} C--- C {as,...,an}. K

3.3.2. Rodzina wszystkich k-elementowych podzbioréw zbioru {1,2,...,n} jest antylaricu-
chem. ([Kw] 5/2003, 7-10).

3.3.3 (Schperner 1928). Maksymalny antylanicuch utworzony z podzbioréw zbioru {1,...,n}
ma moc réwng ([n%]). ([Kw] 5/2003, 7-10).

3.3.4. Przecinajgca sie rodzina podzbioréw zbioru {1,2,...,n} moze mie¢ co najwyzej 2" "

elementow. Istnieje taka rodzina, ktéra ma dokladnie 2"~ ! elementéw. Rodzing takq tworzg
na przykiad wszystkie podzbiory zawierajgce jeden ustalony element. ([Kw] 5/2003, 7-10).

D. Wszystkich podzbioréw zbioru X = {1,2,...,n} jest 2". Jedli zbiér A nalezy do przecinajacej
sie rodziny F, to zbiér X \ A nie moze naleze¢. Z kazdym wiec podzbiorem nalezacym do F stowarzy-
szony jest jeden podzbiér, ktéry do F nie nalezy. W rodzinie F moze wiec by¢ jedynie polowa liczby

1
wszystkich podzbioréw zbioru X, czyli 52” =2"1 K
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3.3.5 (Erdos, Rado). Jesli F jest przecinajacq sie rodzing podzbioréw zbioru {1,2,...,n}
skltadajgcq sie z podzbiorow ustalonej mocy k, to rodzina ta moze mieé co najwyiej (Z:i)
elementow. ([Kw] 5/2003, 7-10).

U. Istnieje rodzina spelniajaca powyzsze zatozenia posiadajaca dokladnie (Zj) elementow. Taka
rodzine tworza wszystkie k-elementowe podzbiory zbioru {1,2,...,n} zawierajace 1.

Nie musi by¢ tak, ze wszystkie podzbiory takiej rodziny maja punkt wspdlny. Przyktad: n = 4,
k=2,

F= {{1,2},{2,3}7{173}}-

Jedli n > 2k, to mozna udowodnié, ze wszystkie podzbiory takiej rodziny maja punkt wspdlny. X

3.3.6. Niech f(n) oznacza liczbe wszystkich takich par (A, B), Ze A i B sq niepustymi i
roztgeznymi podzbiorami zbioru {1,2,...,n}. Jeslin > 2, to

f(n) =3"—2""1 1 1. ([Uiuc] 2007).

3.3.7. Niech g(n) oznacza liczbe wszystkich takich par (A, B), Ze A i B sq rozlgcznymi
podzbiorami zbioru {1,2,...,n} (nie zakladamy, Ze zbiory A i B sq niepuste). Jeslin > 2, to
g(n) = 3™. ([Uiuc] 2007).

% J. Bronstein, Dowody z Ksiegi (po rosyjsku), [Kw] 5(2003) 7-10.

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

3.4 Rozbicie zbioru na podzbiory

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
W 1916 roku I. Schur udowodnil nastepujace twierdzenie.

3.4.1 (Schur 1916). Jesli zbior liczb naturalnych rozbijemy na skoriczong liczbe podzbio-
row, to co najmniej jeden z tych podzbioréw zawiera pewne dwie rézne liczby oraz ich sume.
([Mat] 5/1956, [S59] 425-427).

Twierdzenie to czesto wystawia sie za pomocg kolorowania.

Zatozmy, Ze mamy skonczong liczbe koloréw i kazda liczba naturalna jest pomalowana
jednym z tych kolorow. Istniejq wtedy trzy takie rézne liczby naturalne, ktore sq¢ tego samego
koloru i jedna z nich jest sumq dwdch pozostatych.

Przy danym kolorowaniu liczb naturalnych o liczbach tego samego koloru méwi sie, ze sa
to liczby monochromatyczne 7 powyzszego twierdzenia Schura wynika wiec, ze w dowolnym
skonczonym kolorowaniu liczb naturalnych istnieje monochromatyczne rozwigzanie réwnania
rT+y==z

Mozna udowodnié:

3.4.2 (Schur 1916). Niech n,k beda liczbami naturalnymi i niech Ay, ..., A bedg parami
roztgcznymai zbiorami takimi, Ze

{1,2,....n} = A1 UAyU--- U A.

Jeslin = 21 to co najmniej jeden ze zbiordw Ay, ..., Ay zawiera dwie réine liczby oraz ich
sume. ([S59] 427, [S88] 442).
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3.4.3. Jesli wszystkie liczby naturalne od 1 do 35tD' rozbijemy na k klas, to co najmniej
jedna z tych klas zawiera pewne dwie rozne liczby oraz ich sume. ([Mat] 5/1956 1).

Niech S(k) oznacza najmniejsza liczbe naturalng n taka, ze w kazdym rozkladzie zbioru
{1,2,...,n} na k parami roztacznych podzbioréw istnieje podzbiér zawierajacy dwie rézne
liczby oraz ich sume. Jest jasne, ze S(1) = 3. Z powyzszego twierdzenia wynika, ze

S(]C) < 3(k+1)!‘
Latwo sie dowodzi, ze S(2) = 9. Nieréwnosé¢ S(2) > 9, wynika z rozktadu
{1,2,3,4,5,6,7,8} = {1,2,4,8} U{3,5,6,7}.

Dowdéd nieréwnoséi S(2) < 9 znajdziemy na przyklad w [S59], [S88].

3.4.4. Jesli liczby 1,2,...,9 podzielimy na dwie grupy, to co najmniej jedna z tych grup
zawiera pewne dwie rézine liczby oraz ich sume. ([S59] 427, [S88]).

3.4.5 (A. Makowski). Dla kazdej liczby naturalnej k zachodzi nieréwno$é

1
S(k+1)>2S(k)+ §n(n + 1)+ 1. ([Mat] 4/1959 145).

3.4.6. Niech A, B bedq takimi roztgeznymi podzbiorami zbioru N, Ze AU B = N. Wykazad,
ze dla kazdej liczby naturalnej n istniejg liczby naturalne u,v wieksze od n takie, zZe zbior
{u,v,u+ v} jest zawarty albo w zbiorze A albo w zbiorze B. ([Bryn] 7.17).

3.4.7. Zbior {1,2,...,49} podzielono na trzy podzbiory. Dowie$é, ze co najmniej jeden z tych
podzbioréw zawiera trzy takie liczby a, b, c (niekoniecznie rézne), Ze a +b = c.
(IMO] Longlist 1984).

3.4.8. Zbior {1,2,...,65} podzielono na 4 parami rozlgezne podzbiory. Wykazad, Ze istniejg
takie liczby a,b,c (niekoniecznie rézne) nalezgce do jednego z tych zbioréw, ze a +b = c.
([Zw] 1999).

3.4.9. Liczby 1,2, ...,3n rozbito na trzy n-elementowe grupy. Wykazad, ze istniejg trzy takie
liczby a, b, ¢ nalezgce do réznych grup, zZe a + b = c. (JOM] ZSRR 1986, [Kw] 8/1987 28).

3.4.10. Zbior liczb naturalnych podzielono na dwie nieskonczone czesci. Wykazaé, Ze w
kazdej cze$ci mozna znalezé po 100 liczb z rownymi sumami. ([Kw] 4/1999 M1667).

3.4.11.  Zbior liczb naturalnych podzielono na dwa nieskonczone podzbiory w ten sposéb,
ze suma dowolnych trzech liczb jednego podzbioru jest w tym podzbiorze. Wykazaé, Ze jeden
podzbior to zbidr wszystkich liczb parzystych, a drugi to zbior wszystkich liczb nieparzystych.
([Kw] 2000/6 M1729 5.22).
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3.4.12. Zbior {1,2,...,n} mozna przedstawi¢ jako sume mnogoSciowq dwéch niepustych
rozlgceznych podzbiorow tak by sumy wszystkich liczb kaZdego z tych podzbiorow byly rowne
wtedy @ tylko wtedy, gdy n = 4k lub n = 4k + 3. (JOM] Anglia 1999).

3.4.13. Zbior {1,2,...,n} mozna rozbi¢ na trzy parami rozlgczne podzbiory o jednakowych
sumach liczb wtedy i tylko wtedy, gdy n > 4 i jedna z liczb n lub n — 1 jest podzielna przez 3.
([Kw] 8/1971 42).

D. Jest oczywiste, ze jesli rozwazane rozbicie istnieje, to liczba n musi by¢ wigksza od 4 oraz
jedna z liczb n, n — 1 musi by¢ podzielna przez 3 (poniewaz 14+24---4+n = %n(nJr 1)). Istnieja takie
rozbicia dla n = 5,6,8,9:

144 = 243 =5

245 = 34+4 = 146

448 = 547 = 1+2434+6
6+9 = 7+8 = 1+24+3+4+5.

Rozbicia dla liczb n wiekszych od 9 otrzymujemy dodajac do odpowiednich wczesniejszych rozbié
réwnosci postaci (a+1)+(a+6)=(a+2)+(a+5)=(a+3)+(a+4). X

3.4.14. Czy mozna zbior {1,2,...,100} podzieli¢ na trzy parami rozlgczne podzbiory tak, by
suma liczb pierwszego podzbioru byla podzielna przez 102, drugiego przez 203 1 trzeciego przez
304 ¢ ([OM] Leningrad 1991).

D. Nie mozna. Przypuéé¢my bowiem, ze to jest mozliwe. Wtedy istnieja takie liczby naturalne
T,Y, 2, 7€
102z + 203y + 3042 =1+ 2+ --- + 100 = 5050

i wtedy 101(z + 2y + 32) +  + y + 2z = 50 - 101, stad 101 | z + y + 2. Mamy sprzecznosé:

5050 > 101(x 4 2y + 32) > 101(z + y + 2) > 101> = 10201. X

3.4.15. Jesli liczby 1,2,...,9 podzielimy na trzy grupy, to iloczyn liczb pewnej grupy jest
wiekszy od T1. (|G-if] 45).

3.4.16. Znalezé wszystkie takie liczby naturalne n, Ze zbior
{n, n+1, n+2, n+3, n+4, n+5}

mozna rozbi¢ na dwa podzbiory o rownych iloczynach. (IMO] 1970).

U. (|Djmp] s.372). Takie n nie istnieje. Erdés udowodnil , ze zbioru postaci {n,n+1,...,n+m},
gdzie n,m € N, nie mozna rozbi¢ na dwa podzbiory o réwnych iloczynach. X

3.4.17. Niech n > 10. Zbior {1,2,...,n} mozna rozbi¢ na dwa takie rozlgczne podzbiory A i
B, Ze iloczyn liczb podzbioru A jest sumgq liczb podzbioru B. Na przyklad, dla n = 11 mamy:
A= {1,510} ¢+ B = {1,2,...,11} N A, a dlan = 12 mamy: A = {2,4,8} i B =
{1,...,12} A, ([Kw] 3/2003 5.28).
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3.4.18. Zbioru N nie mozna rozbi¢ na trzy parami roztgczne podzbiory tak, Ze dla dowolnych
liczb iy naleZgcych do réznych podzbioréw liczba x2 — xy +y? nalezy do trzeciego podzbioru.
(IMO] Shortlist 1999).
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3.5 Robzne fakty i zadania o zbiorach
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3.5.1. Niech A1, Ag,... bedzie nieskoriczonym ciggiem zbioréw czteroelementowych, z kto-
rych kaZde dwa majq element wspdlny. Wykazaé, Ze mozna znaleié takie trzy elementy a,b, c
aby kazdy ze zbioréw A; zawieral co najmniej jeden z tych trzech elementdéw. ([Dlt] 6/2004 2.476).

3.5.2. Czy nieskoriczony zbior przeliczalny moze mieé nieprzeliczalng rodzine podzbioréw
takq, ze przekrdj dowolnych dwdch rézinych podzbiordw jest zbiorem skonczonym? ([Putn] 1989).

D. ([K-pv] s.111). Odpowiedz jest pozytywna. Rozpatrzmy zbiér Q, liczb wymiernych. Jest to
nieskonczony zbidér przeliczalny. Wiadomo, ze kazda liczba rzeczywista « jest granica rosnacego ciagu
(an) liczb wymiernych. Niech A4, = {a1,ag,---}. Rodzina {A,; « € R} spelnia zadane warunki. X

3.5.3. Czy nieskoriczony zbior przeliczalny moze mieé nieprzeliczalng rodzine podzbioréw
takq, ze przekrdj dowolnych dwoch roznych podzbioréw jest zbiorem co najwyzej 1989 elemen-
towym? Odp. Nie. ([Halm], [K-pv] s.111).
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4 Zasada szufladkowa Dirichleta
njnnn/nnnnnnnn5nn5nnnnnnnEEEEEEEEn b EE oo EEEE R0

Niech n, m, k beda liczbami naturalnymi. Jezeli n przedmiotéw rozmiescimy w k szuflad-
kach i n jest wieksze od mk, to w ktorejs szufladce znajduje sie co najmniej m+1 przedmiotow.
Fakt ten zwany jest zasadq szufladkowq Dirichleta. Bardziej matematyczne sformutowanie tej
zasady jest nastepujace.

Niechn,m,k € N. Niech X bedzie skoriczonym n-elementowym zbiorem i niech A, ..., Ag
bedq takimi podzbiorami zbioru X, Ze

X=A1UAU---UA,..

Jesli n > mk, to ktorys ze zbiorow Ay, ..., Ax ma co najmniej m + 1 elementow.

W szczegdlnosci, jezeli n przedmiotow rozmiescimy w k szufladkach i n jest wigksze od k,
to w ktérejs szufladce znajduja sie co najmniej dwa przedmioty. Angielska nazwa zasady
szufladkowej Dirichleta: ”the pigeonhole principle” lub ”the pigeon-hole principle”. If we put
n + 1 pigeons in n pigeon-holes, then some pigeon-hole contains at least two pigeons.

7 zasady szufladkowej Dirichleta korzystaliSmy juz wielokrotnie w dowodach réznych fak-
tow przedstawionych w ksigzkach z serii "Podréze po Imperium Liczb”. W tym rozdziale
przedstawiamy inne zebrane zadania i fakty, w ktérych te zasade mozna wykorzystac.
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

4.1 Poczatkowe zadania
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

4.1.1. Niech X i Y bedg skoriczonymi zbiorami i niech f: X — Y bedzie funkcjg. Jesli
| X[ > Y],
to funkcja f mie jest réznowarosciowa.

D. Przypomnijmy, ze przez |W| oznaczmy liczbe elementéw skoniczonego zbioru W. Zatézmy, ze
| X|=mn, |Y|=kiniech Y = {y1,y2,...,yx}. Niech

A = {:c €X; f(z) =y}

dla i =1,2,..., k. Mamy wtedy X = A; U Ay U--- U Aj. Poniewaz n > k, wiec - na mocy zasady
szufladkowej Dirichleta - kréry$ ze zbioréw Ay, ..., Ax ma co najmniej dwa elementy. Zalézmy, ze tym
podzbiorem jest A;,. Istniejg wiec dwa rézne elementy a,b € X, nalezace do tego samego zbioru A4;,.
Wtedy

f(a) = f(b> = Yiy

oraz a # b. Funkcja f nie jest wiec roznowartoéciowa. X

53
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4.1.2. W klaste jest 37 0s6b. Wykazaé, ze istniejq co najmniej cztery osoby w tej klasie, ktore
urodzity sie w tym samym miesigcu.

D. Niech X bedzie zbiorem wszystkich os6b w rozwazanej klasie. Wiemy, ze |X| = 37. Rozwazmy
podzbiory Ay, As, ..., A1 zbioru X, zdefiniowane nastepujaco. Do zbioru A; naleza wszystkie te osoby
z klasy, ktore urodzily sie w styczniu. Do zbioru Ay naleza wszystkie te osoby z klasy, ktére urodzity
sie¢ w lutym, itd., do zbioru Ajs naleza wszystkie te osoby z klasy, ktére urodzily si¢ w grudniu.
Oczywiscie

X:Al UAQU"'UAlg.
Poniewaz 37 > 3-12 wigc, na mocy zasady szufladkowej Dirichleta, do ktérego$ ze zbioréw Ay, ..., A1
naleza co najmniej 4 osoby. X

4.1.3. 15 chiopcow zebrato 100 orzechow. Wykazaé, Ze co najmniej dwdoch chiopcow zebrato
te samgq liczbe orzechow. ([Kw) 7/1971 21, [G-if] 45).

4.1.4. 11 chiopcow ma razem 110 ksigzek przy czym nie ma dwoch chliopcow posiadajgcych te
samgq liczbe ksigzek. Wykazaé, ze mozna znaleZ¢ 5 chlopcow posiadajgcych razem co najmniej
65 ksigzek. ([Andz) 55).

4.1.5. Niech {ay,...,a10} = {1,2,...,10}. Wykazaé, Ze w ciggu
a1 +1, as+2, ..., ajp+ 10
istniejg dwie takie liczby, ktorych ostatnie cyfry sq¢ jednakowe. ([Trad] 13).

4.1.6. Danych jest 12 parami roznych liczb dwucyfrowych. Wykazaé, ze wsrod nich istniejg
dwie takie liczby a i b, zZe |a—b| jest liczbg dwucyfrowq o jednakowych cyfrach. ([Kw] 2/1977 20).

4.1.7. Istnieje potega liczby 29 konczgca sie cyframi 00001. ([Kw] 7/1971 21).
D. Sposéb 1. Niech w = 10000, i niech
X = {291,292,293,--~ ,29w+1}.

Rozwazmy podzbiory Ag, Ay, Asg, ..., Ay_1 zbioru X, zdefiniowane nastepujaco. Do zbioru A,., gdzie
r=0,1,...,w — 1, naleza te wszystkie liczby ze zbioru X, ktérych reszta z dzielenia przez w jest
réowna r. Oczywiscie

X=A)UA U---UA,_1.

Poniewaz liczba tych podzbioréw jest ostro mniejsza od liczby elementéw zbioru X wiec, na mocy
zasady szufladkowej Dirichleta, w ktéryms z podbioréw Ag, A1,..., Aw—1 sa co najmniej dwie rézne
liczby. Zal6ézmy, ze tym podzbiorem jest A,,. Istnieja wiec dwie takie liczby naturalne s > ¢, ze reszty
z dzielenia liczb 29 i 29¢ przez w sg jednakowe (i réwne 7q). Wtedy réznica 295 — 29¢ jest podzielna
przez w. Mamy wigc:
w | 29° —29° = 29" (29°7" —1)..

Poniewaz nwd (29%,w) = 1, wigc stad wynika, ze w | 29™ — 1, gdzie m = s — ¢ € N. Przypomnijmy,
ze w = 10000. Istnieje wiec liczba naturalna m taka, ze liczba 29™ — 1 konczy sie piecioma zerami.
Liczba 29™ konczy sie wiec cyframi 00 001.

Sposéb II. Wynika to z twierdzenia Eulera (patrz na przyklad [N-4]). Poniewaz liczby 29 i 10 000
sa wzglednie pierwsze, wiec
10000 | 29#(10000) _ 7,

Liczba 29™, gdzie m = ¢(10000) = 4000, konczy sie wiec cyframi 00001. X
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4.1.8. W kazdej 16-cyfrowej liczbie naturalnej istnieje jedna lub kilka kolejnych cyfr, ktorych
tloczyn jest liczbg kwadratowq. ([OM] Japonia 1991, [ME] 1/1995).

4.1.9. Wsrdd jedenastu liczb rzeczywistych dodatnich istniejq dwie takie, zZe ich (nieskoni-
czone) rozwiniecia dziesietne majg jednakowe k-te cyfry dla nieskoriczenie wielu k.
([Mat] 1/1993 42).
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4.2 Zadania o znajomych
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We wszystkich ponizszych zadaniach o znajomych zakladamy, ze jezeli osoba A zna oso-
be B, to B zna osobe A.

4.2.1. W sali znajduge sie n 0séb (n > 2). Wykazaé, Ze co najmniej dwie z tych 0séb majq
wsérod obecnych te samg liczbe znajomych. ([Kw] 7/1971 19, [Mako)).

D. Niech X bedzie zbiorem wszystkich os6b w omawianej sali. Wiemy, ze | X| = n > 2. Rozwazmy
podzbiory Ay, Ai,..., A,_1 zbioru X, zdefiniowane nastepujaco. Do zbioru A,, gdzie r = 0,1,...,
n — 1, naleza te osoby ze zbioru X, ktore wsréd obecnych majg dokladnie r znajomych. Oczywiscie

X=AUA U---UA,_1.

Zauwazmy, ze co najmniej jeden ze zbiorow Ag i A,_1 jest pusty. Jesli bowiem jest osoba, ktora nie
ma wsrod obecnych zadnych znajomych, to nie ma takiej osoby, ktéra zna wszystkich i odwrotnie.
Poniewaz liczba o0séb jest wieksza od liczby niepustych podzbioréw wiec, na mocy zasady szufladkowej
Dirichleta, istnieje taki podzbiér do ktorego nalezg co najmniej dwie osoby. X

4.2.2. Jest n druzyn pitkarskich. Kazde dwie majg rozegrac jeden mecz. Wykazaé, zZe w do-
wolnym momencie rozgrywek istniejg co najmniej dwie druzyny, ktore rozegraly juz te samg
liczbe meczy. ([Kw] 7/1971 19).

D. To zadanie wynika z poprzedniego zadania 4.2.1. Zamienmy osoby na druzyny i zdefiniujmy
"znajomo$¢” w nastepujacy sposéb. Druzyna A zna druzyne B, jesli druzyna A rozegrala juz mecz z
druzyna B. (Wtedy oczywiscie réwniez druzyna B zna druzyne A). X

4.2.3. W sali znajduge sie 225 osob. Wykazaé, zZe w tej sali istnieje osoba, ktora zna parzystq
liczbe 0s6b bedgcych w tej sali.

4.2.4. W klasie liczgcej 50 uczniow znajdziemy zawsze takich dwoch uczniow, ktorzy wsrod
obecnych majg parzystq liczbe wspdlnych znajomych. ([OMm] 1996).

4.2.5. W konferencji bierze udzial 2n 0s6b. Kazdy uczestnik konferencji ma wsrod pozo-
statych uczestnikow co nagmniej n znajomych. Udowodnié, Ze wszystkich uczestnikéw mozna
zakwaterowac w pokojach dwuosobowych tak, by kazdy uczestnik mieszkal ze swoim znajomym.
(IOM] Polska 1993/1994).

4.2.6. W pewnej grupie kn 0séb kazda osoba zna wiecej niz (k — 1)n innych 0séb. Wykazaé,
ze mozna w tej grupie wybraé k+1 0sob, z ktorych kazde dwie sie znajg. (JOM] Polska 1995/1996).

* R. Walker, The pigenhole principle, [MG] 61(415)(1977) 25-31.




56 Funkcje, liczby, ... 4. Zasada szufladkowa Dirichleta

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
4.3 Zadania o liczbach z sumami, réznicami i iloczynami
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4.3.1. Danych jest 8 roznych liczb naturalnych mniejszych od 16. Rozpatrzmy wszystkie
dodatnie roznice pomiedzy tymai liczbami. Wykazaé, zZe co najmniej trzy réznice sq jednakowe.
([G-if] 41).

D. Niech X bedzie zbiorem wszystkich par (utworzonych z danych liczb) o dodatniej réznicy.
Takich par istnieje doktadnie 28. Réznych réznic moze by¢ 14, od 1 do 14. Niech A;, dlai=1,...,14,
bedzie zbiorem tych wszystkich par ze zbioru X, dla ktorych réznica jest réwna i. Mamy wtedy

X=A4A,U---UAyy oraz |X|=28.

Réznica 14 moze pojawi¢ sie co najwyzej jeden raz. Przypu$émy, ze réznica 14 wystepuje. Zostaje
wtedy 27 par o roznicach od 1 do 13. Poniewaz 27 > 2-13 wiec, na mocy zasady szufladkowej Dirichleta,
ktéry$ ze zbioréw Aq, ..., A13 posiada co najmniej trzy elementy i to oznacza, ze co najmniej trzy
réznice sg jednakowe. Jesli roznica 14 sie nie pojawia, to zbiér A4 jest pusty i teza wynika z nieréwnoéci
28>2-13. X

4.3.2. Danych jest 6 roznych liczb naturalnych mniejszych od 10. Rozpatrzmy wszystkie do-
datnie roznice pomiedzy tymi liczbami. Wykazaé, Ze co najmniej trzy réznice sq¢ jednakowe.

D. W tym dowodzie nie skorzystamy z zasady szufladkowej Dirichleta. Zalézmy, ze
a; <ag <az <ag <as<ag

sg danymi liczbami naturalnymi i przypusémy, ze nie ma trzech jednakowych réznic. Rozpatrzmy 5
roznic as — a1, az — asg, . .., ag — as. Mamy wtedy

ag —a; = (ag —a1)+(ag—az) +---+(ag—as) 21 +1+2+243=9,

wbrew temu, ze ag — a1 < 8. X
W ten sam sposéb dowodzimy nastepujace uogodlnienie powyzszego zadania.
4.3.3. Danych jest 2n réinych liczb naturalnych mniejszych od n? + 1. Rozpatrzmy wszystkie

dodatnie roznice pomiedzy tymi liczbami. Wykazaé, zZe co najmniej trzy roznice sq jednakowe.
(IOM] USA, [AndG] 199).

4.3.4. Danych jest 12 parami réznych liczb dwucyfrowych. Wykazaé, Ze mozna sposrod nich
wybra¢ dwie, ktorych réznica jest liczbg zbudowang z jednakowych cyfr. ([StaZ] 14).

4.3.5. Sposréd n dowolnych liczb catkowitych mozna zawsze wybraé dwie, ktorych réznica
jest podzielna przezn — 1.

4.3.6. Sposrod 100 liczb calkowitych mozna wybraé 15 takich, zZe roznica kazdych dwdch z
wybranych liczb jest podzielna przez 7. ([WaG] 15).
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4.3.7. Z dziewieciu liczb catkowitych mozna wybraé zawsze cztery takie liczby a,b,c,d, zZe
liczba

(a+b)—(c+d)

jest podzielna przez 20. (Liczba 8 juz tej wlasnosci nie posiada). (JOM] Indie 2001).

4.3.8. Dany jest zbior dziesieciu dwucyfrowych liczb naturalnych. Dowie$é, Ze w tym zbiorze
istniejq dwa rozlgezne podzbiory takie, ze sumy liczb obu podzbiorow sg rowne.

D. Niepustych podzbioréw danego zbioru jest 212 —1 = 1023. Suma elementéw kazdego podzbioru
jest liczba mniejsza od 10-99 = 990. Istnieja wiec dwa rézne podzbiory X,Y z ta sama suma elementow.
Jedli one nie sa roztaczne, to teze spetlniajg zbiory X N\Y i Y N X. X

4.3.9. Dany jest zbior ztozony z 16 trzycyfrowych liczb naturalnych. Dowiesé, Ze w tym
zbiorze istnieje pieé parami roznych takich podzbiorow, zZe suma liczb kazdego z tych podzbiorow
jest jednakowa.

4.3.10. Danych jest n+1 liczb naturalnych mniejszych od 2n. Wykazaé, ze wsréd tych liczb
istniejq trzy takie liczby, Ze jedna z nich jest sumq dwdch pozostatych.

4.3.11. Jeslin > 3 jest liczbg naturalng, to sposrod n parami réznych liczb dodatnich mozna
wybrac takie dwie, ktorych ani suma, ani roznica nie jest réwna zZadnej z pozostatych liczb.
([Br80] 5.99).

4.3.12. Sposrod 2m + 1 liczb catkowitych o bezwzglednej wartosci nie wiekszej od 2m — 1
mozna wybraé trzy liczby, ktorych suma jest rowna 0. ([Kw] 4/1975 30, [WalJ] 367(83)).

4.3.13. Suma 100 naturalnych liczb mniejszych od 101 jst réwna 200. Wykazaé, zZe wsrod
tych liczb istniejq takie, ktorych suma jest réwna 100. ([GaT] 19/74).

4.3.14. Zbior A jest 20 elementowym podzbiorem zbioru {1,4,7,...,100}. Wykazaé, Ze w
zbiorze A sq dwie rozne liczby, ktorych suma jest réwna 104. ([Putn] 1978).

4.3.15. Niech A bedzie podzbiorem zbioru {—m,—m +1,...,0,1,...,m} mocy m + 2. Wy-
kazaé, Ze istniejq trzy rézne takie liczby a,b,c € A, Ze a + b = c. (JOM] Indie 1998).

4.3.16. Wsrod 9 parami roznych liczb naturalnych, ktorych wszystkie dzielniki pierwsze na-
lezg do zbioru {3,7,11}, istniejq dwie takie liczby, ktorych iloczyn jest liczbg kwadratowq.
([Sand4j]).

D. Jedli liczba naturalna jest kwadratowa, to w jej rozkladzie kanonicznym na iloczyn liczb
pierwszych wszystkie wyktadniki sa liczbami parzystymi. Kazda z rozpatrywanych 9 liczb ma rozktad
kanoniczny postaci 3¢7°11¢, gdzie a,b,c sa nieujemnymi liczbami calkowitymi. Kazda taka tréjka
(a,b,c¢) nalezy do jednej z nastepujacych 8 klas:

(p,p;p), (p,p,n), (P;1,p), (P,n,1), (n,p,p), (N,p,n), (n,n,p), (n,n,n),

gdzie p oznacza liczbe parzysta oraz n liczbe nieparzysta. Jest 8 klas i 9 trojek. Na mocy zasady
szufladkowej Dirichleta istnieja co najmniej dwie trojki nalezace do tej samej klasy. Iloczyn dwdéch
liczb stowarzyszonych odpowiednio z tymi tréjkami jest oczywiscie liczbg kwadratowa. X
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4.3.17. Danych jest 20 dzielnikow naturalnych liczby 70!. Wykazaé, Ze wérdd tych dzielnikow
istniejq takie, ktorych iloczyn jest liczbg kwadratowq. ([Kw] 3/2010 s. 29, M 2157).

D. ([Kw]). Jesli wér6d danych dzielnikéw sa dwa identyczne, to ich iloczyn jest liczba kwadratowa.
Mozemy wiec dalej zalozy¢, ze dane dzielniki sg parami rézne. Istnieje dokladnie 19 liczb pierwszych
mniejszych od 70. Sa to:

p1 =2, p2=3, ..., pig = 61, p1g = 67.

Kazdy dzielnik naturalny liczby 70! jest wigc postaci
py'py - pis
gdzie 11,12, ...,119 sa nieujemnymi liczbami caltkowitymi.

Niech X bedzie zbiorem wszystkich niepustych podzbioréw zbioru skladajacego si¢ z 20 danych
dzielnikéw i niech Y bedzie zbiorem wszystkich ciagéw (a1, as,...,a19) o wyrazach réwnych 0 lub
1. Zalézmy, ze A jest zbiorem nalezacym do X. Iloczyn wszystkich elementéw zbioru A jest liczba
naturalng postaci

PY'PY Py,
gdzie 11,19, ...,119 sa nieujemnymi liczbami catkowitymi. Niech a1,...,a19 beda resztami z dzielenia
przez 2 odpowiednio liczb iy, ...,419. W ten sposéb otrzymujemy ciag (aq,...,a19) bedacy elementem
zbioru Y. Ciag ten jest jednoznacznie wyznaczony przez ciag A. Nazwijmy go indeksem zbioru A.

Zbiér X ma 220 — 1 elementéw. Natomiast zbiér Y ma 2'° elementéw. Elementéw zbioru X jest
wiec wiecej niz elementéw zbioru Y. Istnieja zatem (na mocy zasady szufladkowej Dirichleta) dwa
r6zne zbiory A, B, nalezace do zbioru X i posiadajace ten sam indeks. Niech

C=(AUB)~ (ANB).

Jest jasne, ze C jest niepustym zbiorem nalezacym do X i jego indeksem jest ciag sktadajacy sie z
samych zer. lloczyn wszystkich elementéw zbioru C' jest wiec liczba kwadratowa. X
W podobny sposdb wykazujemy nastepne zadania.

4.3.18. Dane sq 3 dzielniki naturalne liczby 72. Wykazaé, zZe wsrod tych dzielnikow istniejg
takie, ktorych iloczyn jest liczbg kwadratowaq.

4.3.19. Dane sq 4 dzielniki naturalne liczby 72000. Wykazad, ze wsrod tych dzielnikow is-
tniejg takie, ktorych iloczyn jest liczbg kwadratowq.

% K. Dorobisz, O zbiorach liczb naturalnych, ktorych podzbiory majg parami rézne sumy elementow,
[Wmm]| 57-61.
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4.4  Zadania o liczbach i podzielnosci
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4.4.1. 7 ciggu 1,2, ...,200 wybrano 101 liczb. Wykazaé, Ze wsréd wybranych liczb sq takie
dwie, ze jedna dzieli drugg. ([Mat] 3/1949 54, [GaT] 16/47).

D. Oznaczmy wybrane liczby przez ai,as,...,a101 1 kazda z liczb a; przedstawmy w postaci
a; = 2tib;, gdzie t; € Ny oraz b; jest nieparzysta liczba naturalna. Wszystkie liczby by, ba, ..., bio1 sa
oczywiscie mniejsze od 200. W przedziale [1,200] jest doktadnie 100 nieparzystych liczb naturalnych:
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1,3,5,...,199. Istnieja zatem (na mocy zasady szufladkowej Dirichleta) w zbiorze {1,2,3,...,101}
dwie takie rézne liczby i, j, ze b; = b;. Wtedy

4 _ oti—t; 4 _ oti—ti
aj ’ a;

Jedna z liczb o+ oraz % jest wiec liczba naturalng. X
7 0

4.4.2 (P. Erdos). Z ciggu 1,2,...,2n wybrano n + 1 liczb. Wykazaé, ze wéréd wybranych
liczb sq takie dure, Ze jedna dzieli drugq. ([Mon] 44(2)(1937) 120).

D. Powtarzamy poprzedni dowéd. Oznaczmy wybrane liczby przez a1, as, . . ., ani1 i kazdg z liczb
a; przedstawmy w postaci a; = 2%ib;, gdzie t; € Ny oraz b; jest nieparzysta liczbg naturalng. Wszystkie
liczby by, ba, . .., b1 sa oczywiscie mniejsze od 2n. W przedziale [1, 2n] jest dokladnie n nieparzystych
liczb naturalnych: 1,3,5,...,(2n — 1). Istnieja zatem (na mocy zasady szufladkowej Dirichleta) w
zbiorze {1,2,3,...,n+ 1} dwie takie rézne liczby i, j, ze b; = b;. Wtedy
Qi _ Qti_tj’ 4 _ oti—ti_
a; a;

Jedna z liczb ¢% oraz Z—’ jest wiec liczba naturalna. X
p i

4.4.3. Niech m,n € N. Niech S bedzie (2™ — 1)n + 1 elementowym podzbiorem zbioru

{1,2,3, . 2mn}

Wykazaé, Ze w zbiorze S istniejg takie parami rozne liczby ag, a1, ..., am, 2
ai-1 | a;
dla wszystkich i = 1,2,...,m. ([Mon] 98(4)(1991) 366-367).

4.4.4. Niech n € N. Istniejqg trzy takie parami rézne liczby naturalne leigce pomiedzy n? i
n? +n + 3y/n, ze jedna z nich dzieli iloczyn dwéch pozostatych. (JOM] Wegry-Tzrael 2003).

4.4.5. Z ciggu 1,2, ...,200 wybrano jedng liczbe mniejszqg od 16 1 jeszcze 99 liczb. Wykazad,
ze wsrod wybranych liczb sq dwie takie, Ze jedna dzieli drugg. ([GaT)] 20/47).

4.4.6 (St. Straszewicz). Z ciggu 1,2,...,kn, gdzie k > 1, usunieto n — 1 dowolnych liczb.
Wykazaé, Ze wsrod pozostatych liczb sq dwie takie, ktorych iloraz jest potegq liczby k.
([Mat] 3/1949 54).

Wisréd trzech dowolnych liczb catkowitych sa zawsze dwie takie, ktore sa tej samej pa-
rzystosci. Wérdd trzech dowolnych liczb catkowitych istnieja wiec zawsze dwie takie liczby,
ktorych suma jest podzielna przez 2. Przedstawmy pewne uogdlnienia tego oczywistego faktu.

4.4.7. Sposrod siedmiu dowolnych liczb catkowitych zawsze mozna wybraé cztery takie liczby,
ktorych suma jest podzielna przez 4.
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D. Zalézmy, ze mamy siedem liczb catkowitych. Wybierzmy z nich trzy liczby (zupelnie dowolne).
Sposrdd tych trzech wybierzmy dwie takie, ktére sa tej samej parzystoéci i ich sume oznaczmy przez b; .
Sposrdd siedmiu danych liczb wybraliémy w ten sposéb dwie liczby. Pozostalo 5 liczb. Z tych pozo-
stalych liczb wybierzmy najpierw trzy (dowolne) i sposréd nich wybierzmy dwie tej samej parzystosci
oraz sume tych dwoch wybranych liczb oznaczmy przez bs. Spoéréd siedmiu danych liczb wybraliSmy
w ten sposéb juz 4 liczby. Pozostaly 3 liczby. Sposrod tych trzech pozostatych liczb wybierzmy dwie
tej samej parzystosci i i ch sume oznaczmy przez bs. OtrzymaliSmy trzy parzyste liczby

bl; b27 b3'

Przy dzieleniu liczby parzystej przez 4 mozliwe sg tylko dwie reszty: 0 lub 2. Wérdd liczb by, ba, b3 sa
wiec dwie takie, ktorych reszty z dzielenia przez 4 sa jednakowe. Zmieniajac ewentualnie numeracje,
mozemy dla ustalenia uwagi zalozy¢, ze sa to liczby by i by. Suma by + by jest wtedy podzielna przez
4. Ale by + by jest suma czterech liczb wybranych sposrod siedmiu danych. WybraliSmy wiec cztery
liczby, ktérych suma jest podzielna przez 4. X

4.4.8. Sposrod 15 dowolnych liczb catkowitych zawsze mozna wybraé 8 takich liczby, ktorych
suma jest podzielna przez 8.

D. Wykorzystamy zadanie poprzednie. Zalézmy, ze mamy 15 liczb catkowitych. Wybierzmy z nich
7 liczb (zupelnie dowolnych). Sposréd tych siedmiu wybierzmy cztery, ktérych suma jest podzielna
przez 4 i te sume przez bi. Sposrod 15 danych liczb wybraliémy w ten sposéb 4 liczby. Pozostalo
11 liczb. Z tych pozostatych liczb wybierzmy najpierw siedem (dowolnych) i nastepnie spoéréd nich
wybierzmy cztery takie, ktérych suma jest podzielna przez 4; dwie tej samej parzystosci te sume
oznaczmy przez by. Sposrdéd 15 danych liczb wybralidmy w ten sposéb juz 8 liczb. Pozostalo 7 liczb.
Sposrdéd tych siedmiu pozostatych liczb wybierzmy cztery, ktérych suma jest podzielna przez 4 i ich
sume oznaczmy przez bs.

Otrzymalismy trzy liczby by, bs, bs i wszystkie sg podzielne przez 4. Liczba podzielna przez 4 ma
przy dzieleniu przez 8 reszte réwna 0 lub 4. Wsréd liczb by, bo, bs sa wiec dwie takie, ktorych reszty
z dzielenia przez 8 sa jednakowe. Zmieniajac ewentualnie numeracje, mozemy dla ustalenia uwagi
zatozyé, ze sa to liczby by i by. Suma by 4 by jest wtedy podzielna przez 8. Ale by + by jest suma oémiu
liczb wybranych spoéréd 15 danych. Wybralidmy wiec 8 liczb, ktérych suma jest podzielna przez 8. X

W ten sam sposéb mozna udowodnié:

4.4.9. Sposréd 2" — 1 dowolnych liczb calkowitych zawsze mozna wybraé 2" takich liczb,
ktorych suma jest podzielna przez 2™.

4.4.10. W dowolnym n-wyrazowym ciggu liczb calkowitych istnieje pewna liczba wyrazow,
ktorych suma jest podzielna przez n.

D. Niech (aq,...,a,) bedzie danym ciggiem liczb catkowitych. Rozpatrzmy liczby:
$1=a1, S2=0a1+az, S3=a1+azx+as, ..., Sp, =0a1+ -+ an.

Jedli ktéras z tych liczb jest podzielna przez n, to teza jest spelniona. Zalézmy, ze zadna z tych nie
dzieli si¢ przez n. Istnieja wtedy (na mocy zasady szufladkowej Dirichleta) dwie takie liczby s; ,s;
(gdzie i > j), ktorych reszty z dzielenia przez n, sa jednakowe. Wtedy liczba

aj+1+aj+2+...ai:si—sj

jest podzielna przez n. X
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4.4.11. Z dowolnych 52 liczb naturalnych mozna wybraé dwie liczby, ktérych albo suma, albo
roznica jest podzielna przez 100. ([Kw] 7/1971 19).

4.4.12. Wykazaé, ze w (n + 2)-elementowym zbiorze liczb naturalnych istniejq dwie liczby,
ktorych albo suma albo roznica jest podzielna przez 2n. ([MOc] 2001 z.74).

4.4.13. Danych jest 200 liczb catkowitych. Wykazaé, ze wérod nich istnieje 100 liczb, ktorych
suma jest podzielna przez 100. ([WaJ] 137(70), [Zw] 2004).

4.4.14. 7 pieciu dowolnych liczb calkowitych mozna wybraé zawsze 3 takie liczby, ktorych
suma jest podzielna przez 3. (JOM] Kanada 1970).

D. ([CieS] .17, 194). Jedli wéréd danych liczb sa trzy majace rézne reszty z dzielenia przez 3, to
te wtasnie liczby mozna wybra¢. W przeciwnym wypadku wsréd pigciu danych liczb sa trzy liczby o
réwnych resztach z dzielenia przez 3 i to te mozna wybraé. X

4.4.15.
(1) Z 41 dowolnych liczb calkowitych mozna wybraé zawsze 21 takich liczb, ktorych suma
jest podzielna przez 21. ([Kw] 2/2010 45).
(2) Niech n > 1. Wykazaé, zZe z dowolnych 2n — 1 liczb calkowitych mozna wybraé n
takich liczb, ktorych suma jest podzielna przez n. ([Kw] 7/1971 30, 8/1971 43, 2/2010 45-48).

4.4.16. Wykazaé, ze z dowolnych 4n?+1 liczb calkowitych mozna wybraé 2n+1 takich liczb,
ktorych suma jest podzielna przez 2n + 1. ([Mat] 5/1992 304).

4.4.17. Jesli a i n s¢ wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi, to istniejg takie liczby
catkowite x,y, ze

lz| <V, |y|<v/n oraz n|ax —y. ([Fom]18/64).

4.4.18. Danych jest 100 liczb naturalnych mniejszych od 94. Wykzaé, Ze wsréd tych liczb
istniejg takie, ktorych suma ma reszte z dzielenia przez 101 réwng 95. ([Kw] 2/2010 45).

Przedstawimy teraz kilka takich zastosowan zasady szufladkowej Dirichleta, ktorymi zaj-
mowaliémy sie w innych ksigzkach serii ”Podréze po Imperium Liczb”.

4.4.19. Dla kazdej liczby naturalnej n, wzglednie pierwszej z 10, istnieje liczba postaci 11...1
podzielna przez n.

D. ([N-2]). Oznaczmy przez e, liczbe m-cyfrowa 11...1 (zbudowang z samych jedynek).
Niech n € N. Rozpatrzmy liczby

€1, €2, ..., €n, €pyl.

Wiéréd tych liczb istnieja co najmniej dwie takie, powiedzmy e, i ep, gdzie a < b, ktérych reszty z
dzielenia przez n sa jednakowe (gdyz tych liczb jest wiecej niz wszystkich mozliwych reszt). Wtedy
liczba e, — e, jest podzielna przez n. Zauwazmy, ze e, — €, = €p_10%. Poniewaz nwd(n, 10) = 1, wiec
liczba ep_, jest podzielna przez n. X

U. W tym dowodzie wykorzystaliémy zasade szufladkowa Dirichleta. Przy dodatkowym zaltozeniu,
ze liczba n nie jest podzielna przez 3, mozna to wykazaé¢ przy pomocy twierdzenia Eulera. Mamy

bowiem: n | 109 — 1 = Ye,my. X



62 Funkcje, liczby, ... 4. Zasada szufladkowa Dirichleta

4.4.20. Niech a,b,c bedg niezerowymsi liczbami catkowitymi i niech u,v,w bedg liczbami
catkowitymi. Wtedy kongruencja

ur +vy +wz=0 (mod |abc|)

posiada niezerowe rozwigzanie (x,y,z) takie, ze

2] < yflbel, Tyl < yflacl, 2] < \Jlabl.  (otz) 275)

D. ([Mol2] 275, [N-3]). Rozwazmy zbi6r

S:{(x,y,z)ez?’; ngg[\/@]7 ogyg[\/M}, ogzg[ |ab|}}.

Jest to skonczony zbiér posiadajacy dokladnie n elementéw, gdzie

o= (o V) (1 [V 1+ [

Zauwazmy, ze n > +/|bc| - \/|ac| - v/|ab| = |abc|. Zbiér S posiada wiec wiecej niz |abe| elementéw.
Na mocy zasady szufladkowej Dirichleta istnieja zatem dwa rézne elementy zbioru S, powiedzmy
(xlvylvzl) i ($27y27z2) takiea ze

ury + vy + wzp = uxs + vy + wze (mod |abel).

Niech ¢ = 1 — 22, Yy = y1 — Y2 Oraz z = 21 — z3. Wtedy |z| < /]be], |y| < /lacl, |z| < +/|ab],
(x,y,2) # (0,0,0) oraz uzx + vy + wz = 0 (mod |abe|). K

W przypadku, gdy ¢ = 1 oraz a,b € N, powyzsze stwierdzenie przyjmuje nastepujaca
postac.

4.4.21. Jesli a,b sq liczbami naturalnymi oraz u,v,w liczbami catkowitymi, to kongruencja
ux + vy +wz=0 (mod ab)

posiada niezerowe rozwigzanie (x,y,z) takie, Ze

o] < Vb, Jyl < Va, |z] < Vab.

Przez (u,) oznaczamy ciag liczb Fibonacciego:
U =uz =1, Upt2 =Un+1 +u, dla neN.
4.4.22. Istnieje liczba Fibonacciego, ktora na koncu ma 100 zer.
Jest to szczegblny przypadek nastepujacego stwierdzenia.

4.4.23. Dla kazdej liczby naturalnej m istnieje taka liczba naturalna n, ze m | uy,.
([Kw] 7/71 20, [Wor78] 40).
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D. ([N-7]). Wykorzystamy zasade szufladkowa Dirichleta. Dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej
n, oznaczmy przez u, reszte¢ z dzielenia liczby Fibonacciego w, przez m. Niech X bedzie zbiorem
wszystkich par postaci (wn,u,11), gdzie 1 < n < m? + 1. Takich par jest m? + 1, tzn. | X| = m? + 1.

Niech I bedzie zbiorem wszystkich par (a,b) takich, ze a,b € {0,1,...,m — 1}. Zbiér I ma
oczywiécie m? elementéw. Dla kazdej pary (a,b), nalezacej do zbioru I, rozwazmy zbiér (szuftadke)

A(a,b) = {(unaun-i-l) S X7 Uy = A, Up4+1 = b}

Jest oczywiste, ze zbiér X jest suma mnogosciowa wszystkich zbioréw postaci A, ), gdzie (a,b) € 1.
Poniewaz | X| = m? + 1 > m? = |I| wigc, na mocy zasady szufladkowej Dirichleta, istnieje taki zbior
postaci A(q ), ktory ma co najmniej dwa rézne elementy. Zatézmy, ze tym zbiorem jest A, ) i niech
(s, Ust1) € Agapy Oraz (ug, usy1) € A(ap), gdzie s < t. Wtedy reszty z dzielenia liczb ug i us przez m
sa jednakowe i rowne a. Reszty z dzielenia liczb usy1 1 ug41 sa réwniez jednakowe, i sa rowne b. Mamy
wiec:

us =up (mod m), wusy; =upr1 (mod m).

Poniewaz us_1 = usy1 — us Oraz uz_1 = ug41 — Uy, wiec mamy réwniez kongruencje
Us—1 = ug—1 (mod m).

W ten sam spos6b otrzymujemy nastepne kongruencje: us_o = us—o (mod m), us_3 = ur—3 (mod m),
itd. Dochodzimy w ten sposéb do kongruencji

Uup, =ug (mod m),
gdzie n =t — s. Ale ug = 0, wiec m dzieli u,,. X

7 tego dowodu wynika:

4.4.24. Dla kazdego n w ciggu ui, ua, . . ., u,2 istnieje liczba podzielna przez n.
([Crux] 1998 s.420).

* A. Tolpygo, O jednym zapomnianym zadaniu (po rosyjsku), [Kw] 2/2010 45-48.
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4.5 Nierdwnosci 1 zasada szufladkowa
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

4.5.1. Z trzech dodatnich liczb rzeczywistych zawsze mozina wybraé dwie takie liczby x 1 vy,
ze

r—Yy
0< < 1. Kw] 9/1987 61).
1+ 2y ([Kw] 9/ )

4.5.2. 7 czterech liczb rzeczywistych zawsze mozna wybraé dwie takie liczby x iy, Ze

0< 2= Y <1
142y

([Kw] 9/1987 25).

4.5.3. Sposrod T réznych liczb rzeczywistych zawsze mozna wybraé dwie takie liczby x iy,

ze 1
T o (sany 17).

0<
1+2y V3
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D. ([Ko02]) Niech ay,..., a7 beda danymi liczbami. Isntnieja takie liczby rzeczywiste 31, ..., 07,
ze a; = tgB;, Bi € (=5,%), 1 =1,...,7. Wéréd liczb f,..., 37 sa oczywiscie dwie takie, ktérych
réznica jest mniejsza od §. Niech to beda liczby a > 8. Wowczas

tga — tgfl T

0 t — = tg— = —.
< tgla—p) 1+tgatgﬂ< 6 V3

Przyjmujemy: x = tga, y = tgl. ¥

4.5.4. Sposrod 9 réznych liczb rzeczywistych zawsze mozna wybraé dwie takie liczby x @ vy,
ze

0< Ty <V2-1. ([ME] 1/1995).
142y

4.5.5. Sposréd 11 réznych liczb rzeczywistych z przedzialu [1, 1000] zawsze mozna wybraé
dwie takie liczby x iy, zZe

O<x—y<14+3xy.
Dla 10 réznych liczb rzeczywistych z przedzialu [1, 1000] to juz moze nie zachodzié. To nie
zachodzi na przyklad dla liczb 13,23,33,...,103. (OM] Kanada, [Cmj] 18(2)(1987) 166).

4.5.6. Z pieciu parami roznych liczb rzeczywistych zawsze mozna wybrac dwie takie liczby x
iy, Ze |lvy + 1| > |x — y|. ((AFe] 27).

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
4.6 Zadania rdézne
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

4.6.1. Dany jest zbior zloZony z 1995 réznych liczb naturalnych, przy czym Zadna z nich nie
dzieli sie przez liczbe pierwszq wiekszqg od 23. Udowodnié, zZe w tym zbiorze mozna znaleZé 4
liczby, ktorych srednia geometryczna jest liczbg naturalng. ([Kw] 4/1986 36).

4.6.2. Wyznaczyé najmniejszq liczbe naturalng n > 3 takq, Ze jezeli T1,...,T, sq zbiorami
trojelementowyms, z ktorych kazde dwa majg dokladnie jeden element wspdlny, to istnieje
wspolny element wszystkich tych zbioréw. Odp. n = 8. ([DIt] 3/1994).

4.6.3. Z danego n elementowego zbioru wybrano 2" takich podzbioréw, z ktérych kaide
trzy majq element wspdlny. Wykazac, ze wszystkie wybrane podzbiory majg co najmniej jeden
element wspdlny. ([Kw] 2/1971 30 M25).

% 7. Bobinski, P. Nodzynski, A. Swiatek, Zasada Szufladkowa Dirichleta, [Min] 37, 2012.
W. Boltianski, Szesé zajecy i piec klatek, [Kw] 2/1977 17-20.
J. Gornicki, Prosta zasada, [Mat] 5/1999 268-276.
Kin-Yin Li, Pigeonhole Principle, [ME] 1(1995).
A. Makowski, Zasada szufladkowa Dirichleta, Biblioteczka Delty 3, 1980.
A. 1. Ortow, Zasada Dirichleta, [Kw] 7/1971 17-21.
H. Pawlowski, Zasada Szufladkowa Dirichleta, [Pa94] 245-260.
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5 Tablice liczbowe
1
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5.1 Prostokatne tablice z liczbami

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
5.1.1. Liczby naturalne 1,2,3,...,2n wpisano w prostokgtng tablice wymiaru 2 x n w ten

sposéb, zZe suma wszystkich liczb gérnego wiersza jest rowna sumie wszystkich liczb dolnego
wiersza oraz sumy liczb wszystkich kolumn sq jednakowe. Przyklady dla n = 4,6,8:

213|5 1 (113|987 1115|144 |5 111|108
117164 121 2 |10|14]5|6 16|12 |3 (13126 | 7|9

Wykazaé, Ze mozna to zrobié wtedy 1 tylko wtedy, gdy n jest liczbg parzystqg > 4.
([Kw] 5/1987 25).
D. Jedli mozna to zrobié, to n(2n+1) =1+ 2+ - 4 2n = 2a, gdzie a € N. Stad wynika, ze n
musi by¢ liczba parzysta. Jest oczywiste, ze n musi by¢ wigksze od 2. Niech wiec n = 2k, gdzie k > 2.
Ustawiamy najpierw liczby 1,2, ...,4k nastepujaco:

1 2 3 e 2k—-1 2k
4k 4k—-1 4k—-2 ... 2k+2 2k+1

Wéwezas wszystkie kolumny maja jednakowe sumy. Suma liczb dolnego wiersza jest réwna (1+2+-- -+
2k)+2k-2k, a zatem jest o 4k? wigksza od sumy liczb gérnego wiersza. Przestawiamy liczby wystepujace
w dwodch kolumnach jednakowo odleglych odpowiednio od kolumny poczatkowej i kolumny koncowe;j.
Wéwcezas suma gérnego wiersza wzrosnie o 4k, a dolnego o 4k zmaleje. Powtarzamy to tak dtugo, az

rozwazane sumy beda réwne. X

5.1.2. W kwadratowq tablice 6 x 6 wpisano w dowolny sposéb liczby 1,2, ...,36. Wykazad,
ze istniejg w tej tablicy dwie takie sqgsiednie liczby a 1 b, Ze a —b > 5. ([Kw] 7/1971 21, 12/1971 24).
U. Sasiednimi liczbami nazywamy liczby bedace w klatkach posiadajacych wspdlna krawedz.

5.1.3. W kwadratowq tablice n x n wpisano w dowolny sposdb liczby 1,2, ..., n?. Wykazaé,
ze istniejg w tej tablicy dwie sqsiednie liczby a i b takie, Ze a — b > n. ([Kw] 12/1971 24).

5.1.4. W kwadratowq tablice 9 x 9 wpisano w dowolny sposcb parami rézne liczby catkowite.

Wykazaé, Ze istniejg w tej tablicy dwie sgsiednie liczby a i b takie, Ze a — b > 6.
([Kw] 12/1971 24).

5.1.5. W pierwszym wierszu tablicy wpisujemy kolejne liczby naturalne, w drugim kolejne
wielokrotnosct dwajki, w trzecim kolejne wielokrotnosci trojki, itd.

112131456 |7|8]9|10]11]12
21416 |8 |10|12]14|16|18|20 22|24
31619 (12]|15|18(21(24|27|30|33]|36
418 [12]|16 20|24 |28 |32 |36|40 |44 |48
5110 (15120 |25|30|35|40|45|50|55]|60
61218 |24 |30 |36 |42 |48 |54 |60 |66 |72

65
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Wykazaé, zZe kazda liczba tej tablicy jest 8 razy mniejsza od sumy wszystkich swoich liczb
sgsiednich. ([Mat] 2/1992 99).

D. Rozpatrzmy liczbe stojaca w a-tym wierszu i b-tej kolumnie. Liczba ta jest réwna ab. Nad nig
sa liczby (a—1)(b—1), (a—1)b, (a —1)(b+ 1), pod nia sa liczby (a+1)(b—1), (a+1)b, (a+1)(b+1).
Z lewej strony strony jest a(b— 1), a z prawej a(b+ 1). Suma wszystkich wypisanych liczb jest réwna
8ab. X

5.1.6. W tablicy mxn znajdujg sie pewne liczby. Zmieniamy wszystkie liczby pewnego wiersza
lub pewnej kolumny na przeciwne. Powtarzamy to kilka razy. Wykazaé, zZe w ten sposob mozna
otrzymac tablice, w ktorej sumy wszystkich liczb kazdego wiersza i sumy wszystkich liczb kazdej
kolumny sqg nieujemne. ([Kw] 1/1972 41, [DIt] 7/1996 16).

5.1.7. Czy mozna w kratki tablicy 9 X 9 wpisaé liczby naturalne od 1 do 81 tak, aby suma
liczb w kazdym kwadracie 3 x 3 byla jednakowa ? Odp. Mozna. ([MaS] 1/1996).

5.1.8. Dana jest tablica 50 x 50. W pewnych klatkach sq liczby 1 © —1. Bezwzgledna wartosé
sumy wszystkich liczb jest < 100. Wykazaé, Ze w pewnym kwadracie 25 x 25, utworzonym z
tej tablicy, bezwzgledna warto$é sumy wszystkich liczb jest < 25. ([OM] Leningrad 1990).

5.1.9. lle jest 8 x 8 macierzy zero-jedynkowych takich, ze w kazdej kolumnie jest nieparzysta
liczba jedynek? Odp. 2*°. ([Uiuc] 2007).

* M. L. Gerwer, Zadania o liczbach w tablicy, [Kw] 12/1971 24-27.
Ryszard Krajewski (Maurycy), Niezmienniki pewnych tablic liczbowych, [Pmgr] 1985.

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
5.2 Kwadraty magiczne stopnia 3
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Kwadratem magicznym stopnia n nazywamy kazda taka kwdratowa n x n macierz liczbo-
wg, w ktorej sumy liczb w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie oraz na kazdej przekatnej sa
takie same. Ta stala suma czesto nazywa sie sumaq magiczng.

Bardzo popularne sa kwadraty magiczne, w ktérych wystepuja wszystkie liczby naturalne
1,2,...,n2% Ich stala suma jest réwna %n(n2 + 1). Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 taki
kwadrat magiczny istnieje (przeczytaé o tym mozna w réznych ksiazkach; patrz na przyklad:
[Pick], [S59] 434).

Istnieje dokladnie 8 takich kwadratéw magicznych stopnia 2. Oto one:

21716 2194 41912 4138
9151 719513 3157 9151
41318 6|18 81116 2|76
6|72 6|18 813 |4 81116
1151]9 7 3 11519 3157
81314 2194 6|72 41912

W kazdym z tych kwadratéow jest w srodku liczba 5 i przy wszystkich czterech wierzchotkach
sg tylko liczby parzyste. Kazdy z wypisanych kwadratéw powstaje z jednego takiego kwadratu
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przez obrét lub symetryczne odbicie. Z doktadnoécia do tych operacji tego rodzaju kwadrat
magiczny jest tylko jeden. Spéjrzmy na ostatni z powyzszych kwadratow:

5.2.1. ([Mon] 2/1999 152). Zachodzg nastepujgce

8

1

6

3

5

7

4

9

[\

8162 4 3572 + 4922
8342 4 1592 + 6722
6542 + 1322 4 8792
6392 + 1742 4 8522
6542 4 7982 + 2132
6932 4 7142 + 2582

TOWN0SCL:

6182 + 7532 + 2942,
4382 + 9512 + 2762,
4562 4 2312 + 9782,
9362 + 4712 + 2582,
4562 4 8972 + 3122,
3962 + 4172 + 8522,

Wspominaliémy juz o tych réwnosciach w [N-3]. Zachodza tu réwniez takie réwnosci:

82 +12+62
8% + 3% + 47

42 +9% + 22,
6%+ 7% + 22

Okazuje sig, ze to nie jest przypadek. Taka wtasnos¢ posiada kazdy kwadrat magiczny stop-

nia 3.

5.2.2. W dowolnym kwadracie magicznym stopnia 3

alb|c

dlie|f

glh|k

zachodzq rownosci {

A+ 0+ = g4+ k,
aA?4+d*+¢> = A+ F2P+Ek% (Bus).

5.2.3. Kwadraty magiczne stopnia 3, ktérych lustrzane odbicia sg rownieZ kwadratami ma-

gicznymi.
46 | 91 | 28 64|19 | 82
3715573 73|55 | 37
82119 | 64 28 191 | 46

64 | 47 | 87 46 | 74 | 78
89 | 66 | 43 98 | 66 | 34
45 | 85 | 68 54 | 58 | 86

Suma magiczna pierwszej pary jest réwna 165, a drugiej pary 198. ([Behf]).

5.2.4. Cliekawg wiasno$é posiada kwadrat

rysunek:

Sumy kazdych czterech liczb wystepujgcych w

tow) sq stale i wynoszg 20. ([Kw] 5/1998 51,60).

1183
6|5 4], ktory nie jest magiczny. Spojrzmy na
71219
1 - 8 «— 3
Lol N
6 — 5 «— 4
TN 1T 7 1
7T = 2 «— 9
naroznikach kwadratow (jest 6 takich kwadra-
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5.3 Kwadraty magiczne stopnia 4

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Rozpatrzmy kwadraty magiczne stopnia 4, zbudowane z liczb 1,2, ...,16. Suma magiczna
takich kwadratéw jest rowna 34. Dzisiaj nie jest trudno sprawdzié, ze istnieje dokladnie 7040
takich kwadratéw magicznych (sprawdziliSmy to za pomoca Maple). Z jednego kwadratu,
przez obrét lub symetryczne odbicie, otrzymujemy 8 réznych tego rodzaju kwadratéw ma-
gicznych. Z doktadnoscia do tych operacji istnieje wiec ich doktadnie 880 = 7040 : 8. Te liczbe
880 podano juz w siedemnastym wieku (patrz [Pick] 4).

5.3.1. Liczba wszystkich kwadratow magicznych stopnia 4, dajgcych sie zbudowaé z liczb
1,2,...,16, jest podzielna przez 16. ([Mat] 1-2/1955 73).

5.3.2 (Maple). Ponizsza tablica dotyczy kwadratow magicznych stopnia 4, zbudowanych z
liczb od 1 do 16. Podane w niej liczby informugjg o tym ile jest réznych takich kwadratow, w
ktorych pierwszy wiersz rozpoczyna sie liczbami a @ b.

a\b|| 112|345 ]6 ]| 7|89 |10|11|12|13| 14| 15|16 || razem
1 — | 3|8 24| 81[26[31(36| 7 |32|26|47| 31|47 |48 |42 416
2 3| —126| 8 |30] 4 [36[29|30| 7 [46|24|36|35|42 |44 400
3 8130 — | 3 2441 | 8 | 28|28 |36| 4 |34|44|39|33|44 404
4 321819 | —149(34(32| 8 |43 |34 (32| 8 [39]56|55|37 476
5 8130|3838 —1]6|4|32|30(47]42|36| 8 |30|32]51 432
6 3411246 |28 | 0 | — | 38| 8 |44 |30 (36 |54|32]|12 |52 |30 456
7 371471 4136|1430 — | 0 |42|39|40 |44 |26 |54 |11 |36 460
8 47139140 4 |36 10| O | — 39|46 |47 |40 |47|32|38 |11 476
9 11138 |32 (471404714639 — | 0 |10]|36| 4 |40 39| 47 476
10 || 36 |11 |54 |26 |44|40|39 (42| 0 | —|30|14 |36 | 4 |47 |37 460
11 || 305212 (32|54(36|30|44| 8 |38 —| 0 | 28|46 12| 34 456
12 |51 |32 |30| 8 |36|42|47|30(32| 4| 6 | — |38]38|30]| 8 432
13 || 375556 (39| 8 |32|34(43| 8 (323449 —-1]9 | 8|32 476
14 || 441333944 |34| 4 |36 |28 28| 8 |41 24| 3 | —|30] 8 404
15 || 4414235362446 | 7 |30]29|36| 4 |30| 8 |26| — | 3 400
16 || 42 |48 |47 1314726 32| 7 |36[31|26| 8 |24 8 | 3| — 416

5.3.3. (Mat] 5/1972 298). Ponizszy kwadrat magiczny stopnia 4 (o magicznej sumie s = 34)

1112|15] 6
14171419
8 13110 3
1112 |5 |16

posiada nastepujgce wlasnosci.
(1) Suma liczb srodkowego 2 x 2 kwadratu jest réwna s.
(2) Sumy liczb wszystkich naroznych 2 x 2 kwadratéw sg réwne i wynoszq s.

(3) Suma czterech naroznych liczb jest réwna s.
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(4) Zachodzg réwnosci:

124142 4+82 4112 = 62+92+32+162 = 382,
1224724122422 = 1524+42+10°+3%2 = 366,
1241224152462 = 112 +22+5%2+16% = 406,
1424+ 72 4+42492 = 82 +132+102+3% = 342.

U. W artykule W. A. Golubiewa [Mat] 5/1972 298-300, podane sa jeszcze inne wlasnosci rozwa-
zanego kwadratu magicznego. X

Udowodnimy, ze wlasnosci (1) i (3) posiada kazdy tego typu kwadrat magiczny.

5.3.4. W kazdym kwadracie magicznym stopnia 4, zbudowanym z liczb od 1 do 16, sumy
liczb wystepujgcych w zaznaczonych miejscach:

* * * *

* * * *

sq rowne i wynoszqg 34.

D. Liczby wystepujace w danym kwadracie magicznym oznaczmy odpowiednio przez ag, . .., aie.
Mamy wiec kwadrat magiczny

ap | G2 | a3 | G4

as ag arz | as
a9 | @10 | A11 | @12
a13 | A14 | Q15 | Q16

(a). Udowodnimy, ze suma liczb wystepujacych w naroznikach jest réwna 34, tzn. wykazemy, ze
a1 + a4 + a13 + a1 = 34.

W tym celu rozpatrzmy sume liczb pierwszego i czwartego wiersza oraz dwéch przekatnych. Mamy
wtedy:

136 =4-34 = (a1 +as+as+aq)+ (a13 + a4 + a5 + age)
+(a1 + ag + a11 + aig) + (aa + a7 + aio + a13)

= 2(&1 + a4+ a3+ a16) + (OQ + ag + a9 + Cl14) + (Clg +a7 +ap + a15)
= 2(a+as+aiz+a)+34+34

istad a1 + a4 + a13 + a16 = 34.
(b). Udowodnimy, ze suma liczb srodkowego 2 x 2 kwadratu jest réwna 34, tzn. wykazemy, ze
ag + a7 + ayg + a1 = 34.
W tym celu dodajemy do siebie dwie przkatne i wykorzystujemy udowodniona juz wlasnosé (a):

68 = (a1 +ae+ai +ai) + (as +ar +ao + a13)
= (ag + ar +aio + a11) + (a1 + ag + a13 + ase)
= (ag+ar +ap+a)+ 34
istad ag + a7 + a10 + a11 = 34.
(¢). W podobny sposéb wykazujemy, ze as + as + a14 + a15 = 34 oraz as + ag + ag + a;o = 34. K
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2

11

5

13

10

7

14

4

12

| O W

15

posiada nastepujgce réwnosci.

(1) Sumy kwadratow odpowiednich wierszy i kolumn sq jednakowe:

22 +11% 4+ 16% 4 52
137 4 8% + 3% 4 10
224132472 +122
11% 4 8% + 142 + 12
(2) Rownosci dla przekgtnych:
2! +8' +9' + 15!
22 + 8% + 92 + 152
2% +8 + 9% 4 15°

122 +12 +62 4+ 152 = 406,
TP +142 + 92+ 42 = 342,
52 +10% +42 + 152 = 366,
162 + 32 + 92 + 62 382.
5143l 414t 4128 = 34,
52 + 32 + 142 + 122 = 374,
53 +33 4143 + 123 4624.

(3) Sumy liczb wszystkich naroznych 2 X 2 kwadratéw sq réwne i wynoszq 34.

(4) Suma dowolnych dwdch liczb, symetrycznych wzgledem Srodka, jest réwna 17.

5.3.6. W kwadracie magicznym

14

11

15

5

10

13

12

7

16

3

6

zachodzq nastepujgce rownosci:

12+ 824142+ 112
42 + 152 + 52 + 102
82 4+ 152 + 22 +92
12 + 152 + 122 + 62
122 + 72 + 32 4 62
112 +10% 4+ 7 + 62
82 +10% + 132 + 62
132 422 + 162+ 92
12 +4%2 + 132 + 162 = 142 + 117
8 4153423 + 93
134+15%+123 463
134+ 143 + 133423
14+ 154+ 124 + 64

162 + 92 + 32 4 62,
132 +22 + 122 + 72,
142 + 52 + 122 + 32,
112 + 52 + 22 4 162,
82 + 112 422 + 72,
12 + 8% + 4% + 152,
142 + 42 + 77 + 92,
12 + 142 + 132 4 22,
52 +10% = 152 + 102 + 9% + 62,
143 + 5% + 123 + 33,
153 4+ 103 4 93 + 63,
143 + 103 4+ 133 4 93,
84 + 54 + 7 + 164,
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5.3.7. W ponizszych kwadratach magicznych stopnia 4 :

711215 |10 13110 3 | 8 71161 9 | 2
1413 16| 1 121116 |15 10| 3 | 6 |15
1116 | 9| 8 5 11611 2 5 1411 4
2 113]4 |15 4 |7 |14 9 121 | 8 |13
3|8 (13|10 131 2 |11 8 156 | 3 |10
14111 2| 7 6 |15 4|9 4 11114 5
11698 3110 5 |16 13, 81|12
16191415 12 7|14 1 2191167

wystepujg na przemian liczby nieparzyste i liczby parzyste. ([Mat] 1-2/1955 61).

5.3.8. Udowodnié, Ze liczb 1,2...,16 nie mozna wstawi¢ w 4 X 4 kwadrat magiczny tak,
aby w gornej jego polowie byly same liczby mieparzyste, a w dolnej same liczby parzyste.
([Mat] 1-2/1955 61).

D. Przypuéémy, ze taki kwadrat magiczny istnieje. Wtedy suma wszystkich liczb wystepujacych
w pierwszym i drugim wierszu jest suma wszystkich liczb nieparzystych od 1 do 15; jest wiec rowna
64. Suma ta jednak musi by¢ rowna 68 = 2 - 34. Mamy zatem sprzecznosé¢. X

W ten sam sposéb wykazujemy, ze w rozwazanych kwadratach magicznych nie moze by¢
dwdch wierszy sktadajacych sie z samych liczb nieparzystych. Mozna udowodnié, ze nawet
nie moze by¢ jednego takiego wiersza; dokladniej:

5.3.9. W kazdym kwadracie magicznym stopnia 4, zbudowanym z liczb od 1 do 16, kazdy
wiersz sktada sie z dwdch liczb nieparzystych i dwoch liczb parzystych. To samo dotyczy ko-
lumn. Przekgtne natomiast mogq skladaé sie z samych liczb nieparzystych lub samych liczb
parzystych (patrz przyklady w 5.3.7).

5.3.10 (Maple). Modulo 2 kazdy kwadrat magiczny stopnia 4, zbudowany z liczb od 1 do 16,
ma jedng z nastepujgcych 24 postaci.

110 1]0 110 11]0 1 0] 1 1 1]10]0
0|01 1 1]1]0]1]0 1]1]0]0]1 Oj1]0]1
1 110]|0 0| 1]0]1 0] 1 110 1 10| 1]0
O|1]0]1 O|1]0]1 0] 1 110 0|01 1
1 110]|0 1 10| 1]0 11001 1 110]|0
1 1]1]0]0 O|1]0]1 0] 1 110 0O]0]1 1
0O]0]1 1 O|1]0]1 11001 0O]0]1 1
0|01 1 11010 0] 1 1|0 1 110]|0
1 1]1]0]0 1 1]1]0]0 1]0]1]0 1]0]1]0
0|01 1 11010 1 110]|0 0| 1]0]1
1 1 10]0 0 1101 0|01 1 1 10| 1]0
0O]0]1 1 0O]0]1 1 O|1]0]1 O]|1]0]1
0 1 110 0 1101 0 1101 0] 1 110
0] 1 110 1 1]1]0]0 O|1]0]1 11001
11001 0O]0]1 1 1]1]0]1]0 0|1 110
11001 1 10| 1]0 10|10 11001
O]1]0]1 Oj1]0]1 Oj1]0]1 0]0]1 1
110 |1]0 0|01 1 11010 0|01 1
110 1]0 1 1101]0 O|1]0]1 1 1]1]0]0
O]|1]0]1 1]0]1]0 1]0]1]0 1 1]1]0]0
0O]0]1 1 0O]0]1 1 0O]0]1 1 0O]0]1 1
1]0]1]0 1 1]1]0]0 1 1]1]0]0 O|1]0]1
0| 1]0]1 1 110]|0 0|01 1 11010
1 110]|0 0|01 1 1 110]|0 1 110]|0
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5.3.11. Przyklady kwadratow magicznych stopnia 4, zbudowanych z liczb od 1 do 16, odpo-
wiadajgce odpowiednio kwadratom modulo 2 podanym w 5.3.10.

1 15| 16 1112|1516 11216115 13 |14|16
12 315 13|14 3| 4 13|14 4| 3 1013 4| 7
13 10| 4 12| 7 |10 ] 5 1217196 1516 |11 ] 2
8 6 |9 8 |11 6 |9 8§ |11 | 5 |10 8 (121 5] 9
1 14 | 16 1|4 |13|16 14 |14]15 1|5 16|12
15 4 | 2 151219 16 |11 | 5 | 2 8 (141 3 1|9
10 11| 7 141 5 (12| 3 916 (12| 7 10 4 |13] 7
8 519 11110 7] 6 8 |13 3 |10 15111 2 | 6
1 16 | 12 1|5 (1612 116 11|16 1|16 |11]16
10 317 15|14 3 | 2 71151 2 |10 14115 2| 3
15 6 | 2 101116 | 7 141 4 |13 | 3 714113110
8 9 |13 8141]9 |13 1219|185 121 9| 8| 5
2 15| 16 211116115 21 11]16]15 213 113]16
14 314 11113 4| 6 14113 4 | 3 15112 6 | 1
11 10| 5 1418193 111819 |6 10| 5 | 11

7 6|9 71121 5 |10 71121 5 |10 71141419
2131|1415 213114115 2131|1415 214 113]15
7116 1 |10 8116119 11116 1 | 6 14116 3 | 1
13|16 |11] 4 1115 |12] 6 815 11219 715 11012
1219|185 13110 7] 4 13110 7| 4 111 9| 8] 6
214 1|15|13 2161511 216 |15]11 2161511
5 14| 3 |12 71131 4110 9 13| 4| 8 16|13 4 | 1
16| 7 ]10| 1 913 |14] 8 1612 5 | 1 9 [12] 5

1119 1|6 | 8 16 |12 1 | 5 71311014 713 1]10]14

5.3.12. W kwadracie magicznym stopnia 4, zbudowanym z liczb 1,2, ...,16, w lewym gornym

rogu jest 1, a w prawym dolnym rogu jest 16. Wykazaé, Ze suma dowolnych dwdch liczb,
symetrycznych wzgledem srodka, jest rowna 17. ([Kw] 7/1973 27).

U. Przyklad takiego kwadratu magicznego podany jest w 5.3.3. Oto inny przyklad:

1115|114 4
121 6 9
8 |10 11| 5
13| 3| 2 |16

([Kw] 7/1973 27). X

Powyzszy fakt jest szczegblnym przypadkiem nastepujacego stwierdzenia.

5.3.13. Jesli w kwadracie magicznym stopnia 4, zbudowanym z liczb 1,2,...,16, w lewym
gornym rogu jest liczba a, a w prawym dolnym rogu jest 17 — a, to suma dowolnych dwdch
liczb, symetrycznych wzgledem srodka, jest rowna 17.

Mozna udowodni¢ nawet wiecej:
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5.3.14. Jesli w kwadracie magicznym stopnia 4, zbudowanym z liczb 1,2,...,16, istniejg
dwie symetryczne liczby, ktorych suma jest rowna 17, to suma dowolnych dwoch liczb, syme-
trycznych wzgledem Srodka, jest rowna 17.

5.3.15. Kwadrat magiczny

96 | 11 | 89 | 68
88169 91|16
61|86 |18 |99
19198 |66 | 81

jest rowniez magiczny jesli odwrécimy go do gory nogami. ([Mon] 9/2000 821).

5.3.16. Kwadraty magiczne stopnia 4, ktorych lustrzane odbicia sqg rowniez kwadratami ma-
gicznymi.

74145 |13 | 66 47 154 | 31 | 66 83132126 |57 3812316277
271528831 72125 |88 |11 5812531 |84 8515211348
86 | 33|25 | 54 68 | 33 | 52 | 45 15|68 | 74 | 41 51|86 |47 |14
11|68 | 72|47 11|86 | 27 | 74 42 | 73|67 | 16 241377661

Suma magiczna wszystkich kwadratéw jest réwna 198. ([Behf]).

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
5.4 Kwadraty magiczne z liczbami pierwszymi
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Istnieja kwadraty magiczne zbudowane z samych liczb pierwszych.

5.4.1 ([Gr08]). Kwadraty magiczne stopnia 3 z liczbami pierwszymi.

17 | 89| 71 41 |89 | 83
113 (39| 5 113 71| 29
47 129 | 101 59 | 33 | 101

5.4.2 ([Gr08]). Kwadraty magiczne stopnia 4 z liczbami pierwszymi.

3718397 | 41 41 | 71 {103 | 61
53 161 | 71| 73 97 |79 | 47 | 53
89 | 67|59 | 43 37 | 67| 83 |89
79 | 47 | 31 | 101 101 | 59 | 43 | 73

W 2005 roku B.Green i T.Tao ([G-T]) udowodnili, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje
nieskonczenie wiele n-wyrazowych postepéw arytmetycznych utworzonych z parami réznych
liczb pierwszych. W [N-4] mozna znalez¢ rézne zastosowania tego twierdzenia. Nastepujace
twierdzenie jest rowniez konsekencjg twierdzenia Greena i Tao.

5.4.3 (A. Granville 2008). Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 istnieje kwadrat magiczny
stopnia n zbudowany z samych liczb pierwszych. Ponadto, takich kwadratow jest nieskornczenie
wiele. ([Gr0g]).
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D. ([Gr08]). Niech n > 3. Dobrze wiadomo, ze istnieje co najmniej jeden kwadrat magiczny stopnia
n zbudowany z liczb naturalnych 1,2, ..., n% Niech K bedzie jednym z takich kwadratéw. Dla kazdej
pary (i,j), gdzie i,j € {1,2,...,n}, oznaczmy przez K;; liczbe wystepujaca w i-tym wierszu i j-tej
kolumnie tego kwadratu K.

Niech A = {a+jd; j = 1,...,n?} bedzie n>-wyrazowym ciagiem arytmetycznym liczb pierwszych.
Taki ciag istnieje na mocy wspomnianego wyzej twierdzenia Greena i Tao. Rozpatrzmy kwadratowa
n x n macierz M = [M,;] taka, ze M;; = a + (K,;)d, dla wszystkich 4,5 € {1,2,...,n}. Macierz ta
jest n x n kwadratem magicznym zbudowanym z samych liczb pierwszych. Poniewaz zbioréw postaci
A istnieje (na mocy twierdzenia Greena i Tao) nieskonczenie wiele, wiec rozwazanych kwadratéw
magicznych istnieje réwniez nieskonczenie wiele. X

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
5.5 Dodatkowe informacje o kwadratach magicznych
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

5.5.1. Kwadraty magiczne stopnia 5.

1 (182122 3 1312119 2 |10
2011419 |16 | 6 4 1 7115|2316
19 |15 |13 |11 | 7 25118 | 1 9 |12
2 110117 |12 | 24 6 | 1412220 3
23| 8 | 5| 4 |25 17| 5 | 8 |11 ] 24
5.5.2. Wyznacznik kwadratu magicznego stopnia n, utworzonego z liczb 1,2, ..., n?, jest po-

dzielny przez n? gdy n jest nieparzyste i jest podzielny przez n® + 1, gdy n jest parzyste.
(IMM] 38(1)(1965) 56).

* R. Alter, How many latin squares are there? [Mon] 82(6)(1975) 632-634.
A. F. Beardon, The dimension of the space of magic squares, [MG] 87(508)(2003) 112-114.
K. Brown, Solving magic squares.
E. Emanouilidis, Construction of Pythagorean magic squares, [MG] 89(514)(2005) 99-101.
E. J. Finan, Magic rectangles modulo p, [Mon] 52(9)(1945) 502-506.
A. Makowski, O kwadracie magicznym 13 x 13 zlozZonym z liczb pierwszych, [DIt] 3/1979.
T. Natkaniec, Kwadraty magiczne o stalym iloczynie, [DIt] 5/1976 8-9.
L. J. Ratliff, Jr., The dimension of the magic square vector space, [Mon] 66(9)(1959) 793-795.
B. Rokowska, O kwadratach laciviskich i problemie Eulera, [Mat] 2/1961 69-70.
P. Rosiak, Algorytm USM budowy kwadratéw magicznych, [Pmgr] 2003.
W. Szewelew, Prostokqty laciriskie, [Kw] 5/1990 6-9.
K. Szymanski, Kwadrat magiczny i algebra, [Mat] 2/1977 67-70.
M. Trenkler, Magic cubes, [MG] 82 493(1998) 56-61.
S. Vaithianathan, Bourdered magic squares of odd order, [MG] 495(1998) 438-442.
L. M. Weiner, The algebra of semi-magic squares, [Mon] 62(1955) 237-239.
Figury magiczne, [Jel] 153-187.
Kwadraty magiczne, [Hodi] 219-247.
Magiczne figury liczbowe i kwadraty magiczne, [Kord] 277-322.
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5.6 Trdjkatne tablice liczbowe
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5.6.1. Trojkgtna tablica liczbowa zbudowana jest nastepujgco. W gornym wierzcholku znaj-
duje sie liczba naturalna a > 1. Pod kazdg liczbg k po lewej stronie jest k2, a po prawej k +1.
Na przyklad, dla a = 2 poczgtkowe wiersze tablicy majg postac:

2

16 ) 9 4
64 17 25 6 81 10 16 5)

Wykazaé, Ze w kazdym wierszu wszystkie liczby sq parami rozne. ([Kw] 4/1973 47).

5.6.2. Niech f : N — N bedzie funkcjq takq, ze f(n +1) — f(n) > n+ 1 dlan € N.
Trojkgtna tablica liczbowa zbudowana jest nastepujgco. W gornym wierzcholku znajduje sie
liczba naturalna a > 1. Pod kazdg liczbg k po lewej stronie jest f(k), a po prawej k + 1. Na
przyklad, dla a = 2 poczgtkowe wiersze tablicy majqg postac:

f1(2) f2)+1 f3) 4
Wykazaé, Ze w kazdym wierszu wszystkie liczby sq parami rozne. ([Kw] 4/1973 47).
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

5.7 Konikéwka i szachownica

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

111611 22| 7
1021 8 |17 |12
151 2 |23 6 |25
2009 |4 13|18
3 (1411924 | 5

W polu oznaczonym przez 1 znajdowal sie konik szachowy. Z tego pola skoczyt na pole 2,
potem na pole 3, itd, az do pola 25, na ktorym sie zatrzymal. Obiegl w ten sposéb wszystkie
pola kwadratu 5 x 5 i na kazdym polu byl doktadnie jeden raz. Jego droga jest zilustrowana
przy pomocy powyzszej 5 X b macierzy. Tego rodzaju macierz nazywaé bedziemy konikowkq
stopnia 5. W podobny sposéb definiujemy konikéwki stopnia n.

5.7.1. Nie istnieje Zadna konikéowka stopnia 4. ([Mat] 1-2/1955 59).

5.7.2. Konikowki 5 X 5:

112211116 7 11162110 7 112211712 3 1 11611 (22]| 7
12 (17| 8 | 21|10 22|11} 8 | 15|20 16 (11| 2 | 25|18 10 (21| 8 |17 |12
231 2 |25 6 |15 1712 25|16 | 9 21| 8 23] 4 |13 15 2 |23 | 6 |25
18113 4] 9 |20 12 (23| 4 |19 |14 10 (15| 6 | 19|24 2009 |4 13|18
312411914 5 3 |18|13]24| 5 712019 |14 5 3 (1411924 | 5
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5.7.3 (J. Sniatycki). Dla kazdej szachownicy kwadratowej o boku (4n+1) istnieje konikéwka
o poczgtku w Srodku szachownicy i konicu w prawym gornym rogu. ([Mat] 4/1959 216).

2316 | 171225
16|11 (24| 7 | 2
Przyklad dla 5 x 5: 5 (221 18|13
1015120 3 | 8
21141914119

5.7.4. Konikowki 6 X 6:

1 (10)21 28| 7 |12 1 110(19]26| 7 |12 11309 ]20| 3 |32
22129 8 | 11|20 |27 20127 8 | 11|18 |25 101212 31|16 19
912 3326|136 912 (33,2413 ] 6 291 8 | 2718|133 | 4
321233017 36|19 281211301536 |17 22 111341526 |17
311625 (34| 5 |14 3132|2334 5 |14 712813124 5 | 36
241314 |15| 18|35 22129 4131|1635 12123 6 | 35| 14|25

5.7.5. Konikowki 7 X 7:

1140 |17|38| 3 |30 |27 1 1415|2427 6 |39
1813712 (29(26|33| 4 14129 2 | 5140|2326
41116 |39 |34 |43 |28 |31 3 |16|45 |28 |25 (38| 7
36 |19 4225|132 | 5 |44 3013132 |41|34]49 |22
1522|3548 45| 8 |11 17144119 |46 | 37| 8 | 35
2014724131049 6 12131 |42 33|10 21|48
2314|2146 | 7 |12] 9 43 118 1120 |47 36| 9

5.7.6. ([Staz] 28). Nie istnieje konikowka 7 X T rozpoczynajgca sie od ponizej zaznaczonego
pola.

5.7.7. Nie istnieje Zadna konikéwka 7 X 7, w ktorej pole poczgtkowe sqsiaduje (w tej samej
kolumnie lub w tym samym wierszu) z polem koricowym. ([StaZ] 29).

5.7.8. Konikowki 8 x 8:

1 126] 3 |18|23|30|13]16 1140|1328 | 3 |26 |47 |52
4119124129 |14 |17 |34 |31 14129 | 2 | 45|48 |53 | 4 |25
2512 |27(22|35 |32 (15|12 41 112 39|56 | 27 | 46 | 51 | 54
20| 5 | 56|49 |28 |47 |36 | 33 30115(44]149|64|55|24| 5
o7 164 |21|46 |55 |50 |11 |40 11|42 | 63 | 38 | 57 | 50 | 61 | 36
6 |45 |58 |61 | 48 | 39 | 52 | 37 16 |31 |18 14362 |37| 6 |23
6360 |43 | 8 |51 |54|41]|10 191103358 |21| 8 | 35|60
44| 7 162|159 (42| 9 | 38|53 32117120 9 | 34|59 22| 7
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5.7.9. Konikowki 8 X 8 ([Kw] 9/1971 53):

54 121|134 9 |[58(19 32| 7 50 | 11 |24 |63 |14 | 37| 26 | 35
35110552033 8 | 57|18 23162 |51 ]12 (1253415 38
22 153164595645 6 | 31 1014964 |21 40|13 |36 |27
111364946 |63 |60 |17 | 44 61 22| 9 |52]33|28]39]16
50123526140 (47|30 5 48 | 7 160 | 1 |20 1|41 |54 29
371122548 | 27| 62| 43 | 16 59| 4 | 45| 8 | B3 |32 |17 | 42
24151 2 (3914 (41| 4 |29 6 |47 2 | 57144119 |30 ]| 55
1 3813|126 ] 3 |28 |15 42 3 |58 5 |46 |31 |56 |43 ]| 18
5.7.10. Konikowk: stopnt 9 1 10:
T T3a7 3 1161313063114 29 1 1813942 15| 20 [99 |24 | 13| 22
381411161994 | 43 | 14|21 |86 |25
4 17132 |81(64 1530|7962
17 2 | 73140 |45 |100 | 87 | 98 | 23 | 12
331 2 |35|58[69 |78 |75|28]13
50 | 37|46 | 95|76 | 93 |44 | 85 | 26 | 91
181 5 |70 |65 |74 |59 |68 |61 76
3172149 |74 |47 | 88 [97]92| 11|62
53 136 | 5740|7166 | 77|12 |27
36 |51 |80 (77196 | 75 | 84| 63|90 |27
6 19|54 |73 |56|41|60| 67|46
69| 4 |71 (48 |81 | 78 | 89| 28|61 |10
3715213912249 |72 |45| 26 | 11
52 135|168 | 79|66 | 55 | 64 | 83| 58 | 29
200 7 |50 |55 (142 9 | 24|47 |44
51 |38 21| 8 | 2348 |43 |10 25 5 170133]54] 7 |8 |31)56]9 |60
34|53 6 [67]32] 65 | 8 |59]30|57
5.7.11. Konikowka 11 x 11:
1 90 | 65 | 26 3 28 1 79 | 72 | 5 |30 |33
66 | 25 2 101 | 80 | 71 4 29 (32| 73| 6
91 | 64 | 89 | 70 | 27 | 106 | 81 | 78 | 75|34 | 31
24 | 67 | 102|109 | 100 | 87 | 76 | 107 |82 | 7 | 74
63 | 92 | 69 | 88 | 113 | 108 | 105 | 86 | 77 | 56 | 35
68 | 23 110|103 | 94 | 99 | 112 | 83 |58 | &8 | 8
45 | 62 | 93 | 114 | 111 | 104 | 95 | 98 | 55| 36 | 7
22 | 115 | 44 61 96 | 121 | 52 59 |84 | 9 | 54
43 | 46 | 1171120 | 51 | 60 | 97 | 16 |53 | 12 | 37
116 | 21 48 41 | 118 | 19 50 39 |14 | 17| 10
47 | 42 [ 119 20 | 49 | 40 15 18 | 11|38 |13
5.7.12. Konikowka 12 x 12:
114129 38 | 33 6 31 | 40 [ 127 | 8 | 119 | 42
28135 2 5 30 | 39 [126 | 7 120 | 41 | 128 | 9
3124 (37| 34 | 111 | 32 | 121 | 138 | 125|130 | 43 | 118
36 |27 |84 | 23 | 122 | 135|124 | 131 | 116 | 137 | 10 | 129
25122 | 771112 8 | 110|139 | 136 | 143 | 132 | 117 | 44
76 |83 126|103 80 | 123|134 | 115|140 | 45 | 142 | 11
21 |78 | 81| 8 | 113|102 | 109 | 144 | 133 | 58 | 65 | 46
8 175190 | 79 | 104 | 107 | 114 | 101 | 66 | 141 | 12 59
71120 | 871106 8 | 100 | 95 | 108 | 57 | 60 | 47 | 64
7419172 99 | 94 | 105 | 54 | 67 | 96 | 63 | 50 13
19170193 8 | 17 | 68 | 97 | 56 | 15 | 52 | 61 | 48
92 173|118 69 | 98 | 55 16 | 53 | 62 | 49 14 | 51
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5.7.13. Z kwadratu nxn, gdzie n > 4, wycieto $rodkowy kwadrat (n—2) x (n—2). Pozostalg
figure mozna obejsé konikiem szachowym (bedgc na kazdym polu dokladnie jeden raz) wtedy i
tylko wtedy, gdy 4 | n — 1. (Kw] 8/1972 64).

5.7.14. Na nieskonczonej szachownicy stoi skoczek. Ile jest pol, ktore moze on osiggngc w
n posunieciach? ((Mat] 1/1960 55).

R. Oznaczmy szukana liczbe pdl przez s,, (pola startowego nie uwzgledniamy). Mamy woéwczas:
s1 =28, 59 =40, s3 =108 oraz s, = 14n2 —6n+3 dlan > 4. X

5.7.15. Skoczek zrobit n ruchéw na szachownicy 8 X 8 i wrdcit na swoje pole wyjsciowe.
Wykazaé, Ze n jest liczbg parzystq. ([StaZ)] 27).

5.7.16. Na szachownicy 4 X 2 nie mozna ustawié 5 skoczkow tak, aby Zadne dwa nie bily sie.
(IStaZ] 18).

5.7.17. Jakg maksymalng liczbe skoczkow mozna ustawié na szachownicy 8 X8 tak, aby Zadne
dwa nie bity sie ¢ Odp. 32. ([StaZ] 19).

5.7.18. Po nieskoriczonej szachownicy porusza sie (m,n)-kon, czyli figura, ktéra w kazdym

ruchu przemieszcza sie 0 m pol poziomo in pol pionowo - lub odwrotnie. Wyznaczé wszystkie
liczby naturalne m,n, dla ktérych (m,n)-kon, startujgc z dowolnego pola szachownicy, moze
osiggnqé kazde inne pole. Odp. Liczby naturalne m,n spelniajq warunck zadania wtedy i tylko
wtedy, gdy nwd(m,n) =1 oraz 2| (m+n—1). ([Dlt] 9/1996).

5.7.19. Pola szachownicy 8 X 8 ponumerowano w nastepujgcy sposob:

1121345 |6|7]8
1011|1213 |14| 15|16
1711811920 |21 |22|23 |24
25126 |27(28(29|30| 31|32
331343536 |37 |38]39]40
41|42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48
49 1 50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56
57 | 58 159 |60 | 61 | 62 | 63 | 64

Nastepnie ustawiono 8 wiez tak, Ze Zadne dwie sie nie bijg. Jakg wartosé moze przyjac liczba
bedgca sumg numeréw pél, na ktérych stojg wieze? Odp. 260. ([StaZ] 16).

5.7.20. Niech A bedzie lewym gornym polem szachownicy 8 X 8 i niech B bedzie prawym
dolnym polem tej szachownicy. Wykazaé, Ze wieZa mie moze przejs¢ z pola A do pola B
przechodzqgc przez wszystkie pola szachownicy i nie przechodzgc przez Zadne pole dwa razy.
(IStaZ] 26).

5.7.21. Jakqg maksymalng liczbe kroli mozna ustawié na szachownicy 8 X 8 tak, aby Zadne
dwa nie bity sie ¢ Odp. 16. ([StaZ] 17).
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% D. Cohen, Metryka konika szachowego, [Kw] 10/1981 13-16.
A. Esain, EBM oprowieraget, [Kw] 8/1976 28-29.
E. J. Gik, Szachmatno-matematiczeskije zamietki, [Kw] 9/1971 52-55.
E. J. Gik, Gry matematyczne na szachowych polach, [Kw]| 4/1975 54-59.
R. K. Guy, The n queens problem, [Gy04] 200-203.
J. Hernander, L. Robert, Figures of constant width on a chessboard, [Mon] 1(112)(2005) 42-50.
E. H6di, Matematyka na szachownicy, [Hodi] 17-23.
Sz. Jelenski, Zadania konikowe, [Jel] 239-247.
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5.8 Liczby na tablicy
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5.8.1. Na tablicy wypisano liczby 1,2, ...,1974. Nastepnie wybrano dwie liczby a,b ¢ zamiast
nich napisano liczbe a + b lub a — b. Operacje te powtarzano tak dlugo, az pozostala jedna
liczba a. Wykazaé, Ze a # 0. ((WyKM] 622-74).

5.8.2. Na tablicy wypisano liczby 1,2,...,20. Nastepnie wybrano dwie liczby a,b ¢ zamiast
nich napisano liczbe a+b— 1. Operacje te powtdrzono 19 razy. Pozostala jedna liczba. Jaka?
Odp. 191. ([G-if] 142).

5.8.3. Na tablicy wypisano liczby 1,2,...,20. Nastepnie wybrano dwie liczby a,b i zamiast
nich napisano liczbe ab+a+b. Operacje te powtdrzono 19 razy. Pozostala jedna liczba. Jaka?
([G-if] 143).

5.8.4. Na tablicy wypisano liczby 1,2,...,1989. Nastepnie starto dwie liczby a,b ¢ zamiast
nich napisano liczbe a —b. Operacje te powtorzono kilka razy. Czy mozna w ten sposéb otrzy-
madé same zera? ([G-if] 143).

O. Nie. Parzysto$¢ sumy wypisanych liczb jest niezmiennikiem tej operacji. X

5.8.5. Na tablicy wypisano liczby 1,2,...,50. Nastepnie wybrano dwie liczby a,b i zamiast
nich napisano liczbe |a — b|. Operacje te powtérzono kilka razy, tak dlugo az pozostala tylko
jedna liczba. Jaka to moze byé liczba? Odp. W ten sposéb mozina otrzymaé kazdg liczbe naturalng
nieparzystg mniejszqg od 50. ([Kw] 6/1975 24).

5.8.6. Na tablicy wypisano liczby 1,2,...,9. Nastepnie starto jedng z tych liczb i napisano
te liczbe powieckszong o 3 lub o 5. Operacje te powtorzano kilka razy, tak dlugo az wszystkie
liczby na tablicy staly sie jednakowe. Jaka jest minimalna liczba takich operacji? Odp. 28
operacyi; otrzymamy liczby réwne 17. ([OM] Rosja 1997/1998).

5.8.7. Na tablicy wypisano 10 dwdjek. Nastepnie starto dwie liczby + zamiast nich napisano
ich sume lub ich iloczyn. Operacje te powtdrzono kilka razy, tak diugo az pozostata tylko jedna
liczba. Czy liczba, ktéra pozostata moze bycé rowna 1002 ¢
Odp. Nie. ([OM] St Petersburg 1998).

5.8.8. Na tablicy wypisano 11 dwdjek. Nastepnie starto dwie liczby i zamiast nich napisano
ich sume lub ich iloczyn. Operacje te powtdrzono kilka razy, tak diugo az pozostata tylko jedna
liczba. Czy liczba, ktdéra pozostala moze byé réowna 774 2 Odp. Nie. ([OM] St Petersburg 1998).
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5.8.9. Na tablicy napisano 128 jedynek. Wybrang pare (a, b) liczb z tablicy zamieniamy liczbg
ab+ 1. Niech A bedzie maksymalng liczbg, ktorg mozna otrzymadé po 127 takich operacjach.
ZnaleZé ostatnig cyfre liczby A. Odp. 2. ([Fom] 49/92).

5.8.10. Na tablicy napisano trzy liczby catkowite. Jedng liczbe starto i zamiast niej napisano
sume dwoch pozostalych liczb zmniejszong o 1. Operacje te powtérzono kilka razy i otrzymano
liczby 17,1967,1983. Czy na poczatku mogly byé napisane liczby: a) 2,2,2; b) 3,3,3¢ Odp.
a) Nie. b) Tak. ([WaJ] 350(83)).

5.8.11. Jesli a jest dang liczbg naturalng wiekszqg od 4, to rozbijamy jg na dwa skladniki
naturalne wieksze od jedynki i zamiast a rozpatrujemy iloczyn tych skladnikow. Wykazaé, Ze
startujgc od dowolnej liczby naturalnej wiekszej od 4 mozna, przy pomocy powyzszych operacyi,
otrzymac potege liczby 10. (JOM] St Petersburg 1992, [Fom] 22/92).

R. Najpierw doprowadzamy latwo do liczby A = 10™k. Potem: A = 10™ 4 10™(k — 1) i stad
mamy nowa liczbe A = 102" (k — 1), itd. X

5.8.12. Jesli r jest liczbg rzeczywistq > 1, to wybieramy jedng z liczb: 2r lub r/(r —1). Z
nowq liczbg postepujemy podobnie itd. Niech 1 < a < b bedg liczbami rzeczywistymi. Wykazac,
ze startujge od liczby 2 mozna przy pomocy powyiszej operacji otrzymal liczbe ¢ takg, ze
a < c<b. ([Bryn] 6.7).

5.8.13. Jesli r jest liczbg rzeczywistq z przedziatu (0,1), to wybieramy jedng z liczb: r/2 lub
1 —r. Z nowq liczbg postepujemy podobnie itd. Wykazaé, ze startujgc od liczby 1/2 mozna
przy pomocy powyzszej operacji otrzymad kazdg liczbe postaci n/2™, gdzie m,n € N, n < 2™,
([Bryn] s.138).
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5.9 Liczby na okregu
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5.9.1. Na koncach pieciu $rednic danego okregu rozmieszczono liczby od 1 do 10. Na ile
sposobow mozna te liczby tak ustawic, aby suma kaZdych dwdch sgsiednich liczb byla rowna
sumie liczb lezgcych na przeciwleglych koncach Srednic wyznaczonych przez te liczby.

([Mat] 4/1959 213).

O. Istotnie réznych ustawien (tzn. odrzucajac symetryczne oraz powstale przez obrét) jest 24.
Przyklady: (1,2),(4,3),(5,6),(8,7),(9,10); (1,6),(7,2),(3,8),(9,4),(5,10). K

5.9.2. Na okregu jest 60 liczb, z ktorych kazda jest réowna 1 lub —1. Iloczyn kazdych trzech
kolejnych liczb jest rowny —1. ZnalezZé sume wszystkich liczb. ([Kw] 4/1978 41).

5.9.3. Na okregu wypisano kilka liczb. Jesli cztery kolejne liczby a,b,c,d sq takie, Ze (a —
d)(b—c) < 0, to liczby b i ¢ mozna zamieni¢ miejscami. Wykazaé, Ze operacje te mozna
wykonaé tylko skonczenie wiele razy. ([Kw] 8/1972 60).

5.9.4. Liczby naturalne od 1 do 1000 wypisane sq kolejno na okregu. Poczynajgc od pierwszej
z tych liczb wykreslamy co pietnastq liczbe (tzn. 1,16,31,...), przy czym w dalszych powtdr-
nych okrgzeniach wykreslamy liczby ponownie. Ile liczb pozostaje nie wykreslonych? Odp. 800.
([Mat] 4/1949 47).
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5.9.5. Na okregu dane sq¢ punkty Ai, Ao, ..., A1g. Budujemy wszystkie mozliwe wielokgty
wypukle o wierzchotkach w tych punktach. Wielokgty te dzielimy na dwie klasy zaliczajgc
do jednej klasy wielokqty, ktore majg punkt A1 za jeden z wierzchotkow, a do drugiej klasy
te wielokqty, ktorych Zadnym wierzchotkiem nie jest punkt Ai. W ktdrej klasie jest wiecej
wielokgtow. ([OM] Moskwa 1953, [Mat] 6/1954 50).

5.9.6. Na okregu napisano w dowolnej kolejnosci 4 jedynki i 5 zer. Nastepnie pomiedzy dwie-
ma liczbami réwnymi wpisano zero, pomiedzy liczbami réznyms wpisano jedynke © starto liczby
napisane na poczgtku. Czynnosé te powtorzono kilka razy. Wykazaé, zZe nie mozna w ten sposob
otrzymac samych zer. ([Kw] 8/1971 41).

5.9.7. Czy mozna rozmie$ci¢ na okrequ 1995 liczb naturalnych w ten sposdb, Ze dla kazdych
sgsiednich liczb a 1 b liczba |a — b| jest pierwsza ¢ Odp. Nie. ([Kw] 5/1995).

5.9.8. Dowie$é, Ze jezeli przy okrgglym stole siedzi co najmniej 5 0s6b, to mozina je tak
przesadzic, ze kazda osoba bedzie miala obu sgsiadow innych niz poprzednio.
([Str72] 64, [B-rs] 212).

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
5.10 Zetony
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

5.10.1. Na stole lezy n zZetonow oznaczonych liczbami catkowitymi. Jesli wsrod tych Zetonow
znajdujg ste dwa oznaczone rownyma liczbams, np. liczbg k, to zastepujemy je jednym zZetonem
z liczbg k+1 1 jednym Zetonem z liczbg k—1. Wykazaé, zZe po skonczonej liczbie takich zamian
wszystkie Zetony bedqg oznaczone parami réinymi liczbami. ([Bryn] 7.14).

5.10.2. Danych jest n kolorowych Zetonow, przy czym Zetonow kazdego koloru jest co najwy-
zej n/2. Wykazaé, ze Zetony te mozna ustawié na okregu tak, Ze kazde dwa sgsiednie Zetony
majg inny kolor. ([Kw] 11/1974 42).

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
5.11 Piatek trzynastego
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

5.11.1. Czy istnieje rok, w ktorym zaden trzynasty dzien miesigcea nie jest pigtkiem? Odp.
Nie istnieje. ([Mat] 4/1974 249).

5.11.2. Kazdego roku trzynasty dzien miesigca jest pigtkiem co najmniej jeden raz i co naj-
wyzej trzy razy. ([Mon] 70(7)(1963) E1541).

R. (Bay Area MO 1999). Oznaczmy dni tygodnia liczbami 0,1,2,3,4,5,6 i stosujmy arytmetyke
modulo 7. Niech x bedzie dniem tygodnia 1-go stycznia badanego roku. Wtedy 13-ty dzien stycznia
jest dniem x + 5. Jedli rok nie jest przestepny, to 13-ty lutego jest dniem x + 1, tym samym dniem jest
13-ty marca. Jesli rok jest przestepny, to 13-ty lutego jest dniem x + 1, a 13-ty marca dniem z + 2.
Kontynuujac mamy:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
zw ||z+5|x+1|x+1|z+4|x+6|x+2 | 2+4 T z+3|z+5|x+1|x+3
przllx+5|x+1|z+2|x+5 T c+3|z+5|x+1|x+4|z+6|x+2|x+4

Piatki 13-tego, w zaleznosci od dnia 1-go stycznia, przedstawiaja si¢ wigc nastepujaco:
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1 stycznia rok zwykly

rok przestepny

niedziela styczen, pazdziernik, styczen, kwiecien, lipiec,
poniedzialek | kwiecien, lipiec, wrzesien, grudzien,
wtorek wrzesien, grudzien, czerwiec,

sroda czerwiec, marzec, listopad,
czwartek luty, marzec, listopad, | luty, sierpien,

piatek sierpien, maj,

sobota mayj, pazdziernik

W szczegoblnoscei, jesli rok nie jest przestepny i 1-go stycznia przypada w czwartek, to piatek 13-tego
jest trzy razy: w lutym, marcu i listopadzie. Jesli rok nie jest przestepny i 1-go stycznia przypada w
srode, to piatek 13-tego jest tylko jeden raz, w czerwcu. X

5.11.3. Rozpatrzmy 400 kolejnych lat. W tym okresie trzynasty dzien w miesigcu wystepuje
4800 razy w tym niedziel jest 687, poniedziatkow 685, wtorkow 685, $rod 687, czwartkow 684,
pigtkow 699 i sobot 684. Najczesciej wiec trzynasty dzien miesigca jest pigtkiem.

([Mon] 40(3)(1933) E36).

* Calendaria, [Je88] 36-70.
Ktdry dzien tygodnia?, [Kw] 12/1989 36-39.




o]n/o/n(o)n(nln/n/E/E/e/ o/ n/b oo /o)n(o)n o/n/o/n/a/e/a/o /o /o /o o/oo/oo/on/onoa e ek
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Spojrzmy na nastepujace réwnosci:

4 7 9 47
2492=2.2. 14+24+43=1-2-3 J_2. 0.
- et 37672736

9

5

W kazdej z tych réwnoéci wystepuja liczby, ktérych suma jest réwna ich iloczynowi. Tego
rodzaju przykladéw istnieje znacznie wiecej. Poznamy je w tym rozdziale. Zajmowaé sie
bedziemy rozwiazaniami rownania postaci

T+ Tyg+ -+ Ty =T Ty----- Tn |,

gdzie n > 2.
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
6.1 Suma réwna iloczynowi; przyktady
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

6.1.1. Wszystkie rozwigzania naturalne, z doktadnosciqg do permutacji, rownania

przedstawiajq sie (dla danych n =1,...,9) nastepujgco:

(n=2): (2,2);

(n=3): (1,2,3) ([s59] 171, [Str72] 17);

(n=4): (1,1,2,4) ([s59] 172, [Str72] 18);

(n=>5): (1,1,1,2,5), (1,1,1,3,3), (1,1,2,2,2). ([859] 173);
(n=6): (1,1,1,1,2,6). ([s59] 174);

(n="7): (1,1,1,1,1,2,7), (1,1,1,1,1,3,4);

(n=8): (1,1,1,1,1,1,2,8), (1,1,1,1,1,2,2,3);

(n=9): (1,1,1,1,1,1,1,2,9), (1,1,1,1,1,1,1,3,5).

n
D. Dla n = 3 mamy:
T1Tox3 = 1 + 2 + 23 < 33,

skad z1z9 < 3. Para (a1, z2) jest zatem jedna z par (1,1), (1,2), (1, 3). Szybko stwierdzamy, ze mozliwy
jest tylko przypadek (z1,z2) = (1,2) i w tym przypadku 3 = 3, Do zbioru A(3) nalezy wiec tylko
jeden element (1,2,3).
Niech n = 4. Poniewaz
T1T2x3Ts = T1 + T + 3 + 24 < 4y

(przypadek x1 = xo = x5 = x4 jest oczywiscie niemozliwy), wiec z1zax3 < 3. Tréjka (x1, 22, x3) jest
zatem jedna z tréjek (1,1,1), (1,1,2), (1,1, 3). Jedynie przypadek (z1,z2,z3) = (1,1, 2) nie prowadzi
do sprzecznoéci. Do zbioru A(4) nalezy tylko element (1,1,2,4).

83
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Dla n = 5 postepujemy podobnie. Najpierw zauwazamy, ze
T1Tox3xy < 4

i sta wnioskujemy, ze (1,22, 3, 4) moze by¢ jedynie jedna z cawérek (1,1,1,1), (1,1,1,2), (1,1,1, 3),
(1,1,1,4), (1,1,2,2). Czworki (1,1,1,1) i (1,1, 1,4) nie sa dobre. Dla nich nie znajdziemy odpowiedniej
liczby 5. Z pozostalych trzech czwérek otrzymamy wszystkie elementy zbioru A(5): (1,1,1,2,5),
(1,1,1,3,3) 1 (1,1,2,2,2). ©

Tabele od 6.1.2 do 6.1.10 przedstawiaja wszystkie rozwiazania naturalne, z doktadnoscia
do permutacji, réwnania

dla n =10,...,99. W kazdym wierszu wypisano kolejno: n, liczbe rozwiazan, liczbe jedynek
wystepujacych w kazdym rozwigzaniu, wszystkie rozwigzania bez wspdélnych jedynek.

6.1.2. n=10,...,20.

10 2 8 (2,10), (4,4),

11 3 8 (1,2,11), (1,3,6), (2,2,4),

12 2 8 (1,1,2,12), (2,2,2,2),

13 4 10 (1,2,13), (1,3,7), (1,4,5), (2,3,3),

14 2 11 (1,2,14), (2,2,5),

15 2 13 (2,15), (3,8),

16 2 14 (2,16), (4,6),

17 4 14 (1,2,17), (1,3,9), (1,5,5), (2,2,6),

18 2 15 (1,2,18), (2,3,4),

19 4 15 (1,1,2,19), (1,1,3,10), (1,1,4,7), (2,2,2,3),
20 2 17 (1,2,20), (2,2,7).

6.1.3. n=21,...,30.

21 4 18 (1,2,21), (1,3,11), (1,5,6), (3,3,3),

22 2 20 (2,22), (4,8),

23 4 20 (1,2,23), (1,3,12), (2,2,8), (2,3,5),

24 1 22 (2,24),

25 5 22 (1,2,25), (1,3,13), (1,4,9), (1,5,7), (2,4,4),
26 4 22 (1,1,2,26), (1,1,6,6), (1,2,2,9), (2,2,2,4),

27 3 22 (1,1,1,2,27), (1,1,1,3,14), (2,2,2,2,2),

28 3 25 (1,2,28), (1,4,10), (2,3,6),

29 5 26 (1,2,29), (1,3,15), (1,5,8), (2,2,10), (3,3,4),
30 2 26 (1,1,2,30), (2,2,3,3).
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=31,...,40.

(2 31) (3,16), (4,11), (6,7),

(1,2,32), (2,2,11), (2,4,5),

(1,1,2,33), (1,1,3,17), (1,1,5,9), (1,2,3,7), (2,2,2,5),
(2,34), (4,12),

(1,2,35), (1,3,18), (2,2,12),

(2,36), (6,8),

(1,2,37), (1,3,19), (1,4,13), (1,5,10), (1,7,7), (3,3,5),
(1,2,38), (2,2,13), (2,3,8),
(1,2,39), (1,3,20), (2,4,6),
(1,1,2,40), (1,1,4,14), (1,3,4,4), (2,2,2,6).

=41,...,50.
1,1,2 41),(1,1,3,21),(1,1,5,11% (1,1,6,9), (1,2,2,14),
1,2,5,5), (2,2,3,4),

(1,

(1,

(1,1,1,2,42), (2,2,2,2,3),

(1,2,43), (1,3,22), (1,4,15), (1,7,8), (2,3,9),
(1,2,44), (2,2,15),

(1,2,45), (1,3,23), (1,5,12), (3,3,6),
(1,2,46), (1,4,16), (1,6,10), (2,4,7),

(1,1,2,47), (1,1,3,24), (1,2,2,16), (2,2,2,7), (2,3,3,3),
(1,2,48), (2,3,10),

(2,49), (3,25), (4,17), (5,13), (7,9),

(1,2,50), (1,8,8), (2,2,17), (2,5,6).

=51,...,60.

(1 2 51) (1,3,26), (1,6,11), (3,4,5),
(1,1,2,52), (1,1,4,18), (2,2,3,5),

(1,2,53), (1,3,27), (1,5,14), (2,2,18), (2,3,11), (2,4,8), (3,3,7),
(1,1,2,54), (2,2,2,8),

(1,2,55), (1,3,28), (1,4,19), (1,7,10), (4,4,4),
(1,1,2,56), (1,1,6,12), (1,2,2,19), (2,2,4,4),
(1,

(1,

(1,

(1,

1,1,1,2,57), (1,1,1,3,29), (1,1,1,5,15), (1,1,1,8,9), (2,2,2,2,4),

1,1,1,1,2,58), (1,1,1,1,4,20), (1,1,1,2,3,12), (2,2,2,2,2,2),
1,2,59), (1,3,30), (2,2,20), (2,5,7),
1,2,60), (2,4,9).
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=61,...,70.

(1 1,2 61% (1,1,3,31), (1,1,4,21), (1,1,5,16),

(1,1,6,13), (1,1,7,11), (1,2,6,6), (1,3,3,8), (2,2,2,9),

(1,2,62), (2,2,21), (3,4,6),

(1,1,2,63), (1,1,3,32), (1,2,3,13), (2,2,3,6),

(1,1,2,64), (1,1,4,22), (1,1,8, 10) (2,3,3,4),

(1,1,1,2,65), (1,1,1,3,33), (1,1,1,5,17), (1,1,1,9,9),

(1,1,2,2,22), (1,1,3,5,5), (2,2, ,3,3)

(2,66), (6,14),

(1,2,67), (1,3,34), (1,4,23), (1,7,12), (2,4,10),

(1,1,2,68), (1,2,2,23), (1,2,3,14), (1,2,5,8), (2,2,2,10),

(1,2,69), (1,3,35), (1,5,18), (3,3,9),

(1,2,70), (1,4,24), (4,4,5).

=171,...,80.

(1, 1,2,71) (1,1,3,36), (1,1,6,15), (1,1,8,11), (1,2,2,24), (2,2,4,5),
(1,1,1,2,72), (1,1,2,6,7), (2,2,2,2,5),

(1,1,2,73), (1,1,3,37), (1,1,4,25), (1,1,5,19), (1,1,7,13), (1,1,9,10),
(1,2,3,15), (1,3,4,7), (3,3,3,3),

(1,1,2,74), (1,2,2,25), (1,2,4,11), (2,2,3,7),

(1,1,2,75), (1,1,3,38), (2,2,2,11),

(2,76), (4,26), (6,16),

(L,
(L,
(L,
(1,
=81

1,2,77), (1,3,39), (1,5,20), (2,2,26), (2,5,9), (3,3,10),
1,2,78), (1,8,12), (2,3,16),

1,2,79), (1,3,40), (1,4,27), (1,7,14), (3,5,6),

1,2,80), (2,2,27).

..., 90.

(1,1,2,81), (1,1,3,41), (1,1,5,21), (1,1,6,17),

(1,1,9,11), (1,2,4,12), (2,3,3,5),

(1,1,2,82), (1,1,4,28), (1,1,10,10), (2,2,2,12),

(1,2,83), (1,3,42), (2,2,28), (2,3,17), (2,6,8),

(1,2,84), (3,4,8),

(1,1,2,85), (1,1,3,43), (1,1,4,29), (1,1,5,22), (1,1,7,15),
(1,1,8,13), (1,2,7,7), (1,3,3,11), (1,4,4,6), (2,2,3,8),
(1,1,2,86), (1,1,6,18), (1,2,2,29), (1,2,5,10), (2,2,4,6),
(1,1,1,2,87), (1,1,1,3,44), (1,2,3,4,4), (2,2,2,2,6),
(1,1,1,2,88), (1,1,1,4,30), (1,1,2,3,18), (1,1,2,4,13), (2,2,2,3,4),
(1,1,1,1,2,89), (1,1,1,1,3,45), (1,1,1,1,5,23), (1,1,1,1,9,12),
(1,1,1,2,2,30), (1,1,1,4,5,5), (1,1,2,2,2,13), (2,2,2,2,2,3),
(1,1,2,90), (2,2,5,5).
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6.1.10. n=91,...,99.
2,91), (3,46), (4,31), (6,19), (7,16), (10,11),

91
92
93
94
95
96
97
98
99

6

= Ot O Ot O W O W

89
89
90
91
92
92
95
94
95

1,2,92),

1,8,14), (2,2,31),

)s (
1,2,93), (1,3,47), (1,5,24), (2,3,19), (3,3,12), (3,5,7),
1,2,94), (

1747 32)7 (27 67 9)7

1,1,2,96), (1,1,6,20), (1,3,6,6), (2,2,2,14), (2,2,3,9),

)
2,97), (3,49), (4,33), (5,25), (7,17), (9,13),
1,1,2,98), (1,2,2,33), (1,2,3,20), (1,2,7,8), (2,3,3,6),
1,1,2,99), (1,1,3,50), (1,1,8,15), (3,3,3,4).

(
(
(
(
(1,2,95), (1,3,48), (2,2,32), (2,4,14), (2,5,11), (3,4,9),
(
(
(
(

6.1.11. Tabela przedstawia wszystkie rozwigzania naturalne, z dokladnosciqg do permutacyi,
rownania r1 + -+ xp = 1+ - Ty dla n = 100, 200,...,1000. W kazdym wierszu wypisano
kolejno: n, liczbe rozwigzan, liczbe jedynek wystepujgcych w kazdym rozwigzaniu, wszystkie
rozwigzania bez wspdlnych jedynek.

100

200

300
400

500

600
700

800

900
1000

5
6

11

6

95
196

297
396

494

5996

694

795

897
996

(1,1,1,2,100), (1,1,1,4,34), (1,1,1,10,12), (1,1,4,4,7), (2,2,3,3,3),
1,1,2,200), (1,2,2,67), (1,2,4,29), (1,2,10,11),

1,4,6,9), (2,3,3,12),

1,2,300), (1,14,24), (3,6,18),

1,1,2,400), (1,1,4,134), (1,1,8,58), (1,1,20,22),

1,2,9,24), (1,4,4,27), (1,6,7,10), (2,3,5,14),

1,1,1,1,2,500), (1,1,1,2,2,167), (1,1,1,2,5,56), (1,1,1,2,14,19),
1,1,2,2,6,22), (1,1,2,4,5,13), (2,2,2,4,4,4),

1,1,2,600), (1,2,6,55), (1,6,8,13), (2,2,2,86),

1,1,1,1,2,700), (1,1,1,1,4,234), (1,1,1,3,4,64), (1,1,1,4,4,47),
1,1,1,4,13,14), (1,1,2,5,8,9), (1,1,2,6,6,10), (1,1,3,3,8,10),
1,1,3,4,5,12), (1,2,2,2,9,10), (2,2,2,2,3,15),

1,1,1,2,800), (1,1,1,18,48), (1,1,2,2,267), (1,1,2,7,62),
1,1,2,20,21), (1,2,2,3,73), (1,2,3,4,35), (1,2,4,4,26), (2,2,3,3,23),
1,2,900), (1,30,32), (2,4,129), (4,9,26),

1,1,2,1000), (1,1,4,334), (1,1,10,112), (1,1,28,38),

1,4,4,67), (4,4,4,16).

AN AN AN NN AN AN AN N AN N AN N /N /S

6.1.12. Rownanie x1 + -+ +xp = 1 - Tn, dla n = 2000 posiada 10 rozwigzan naturalnych,
z dokladnosciqg do permutacji. W kazdym rozwigzaniu jest 1993 jedynek. Rozwigzania bez
wspolnych jedynek sq¢ nastepujgce:

(1,1,
(17 17 )

(1,1,1,1,1,2,2000), (1,1,1,1,2,2,667), (1,1,1,1,2,16,65), (1,1,1,1,2,22, 47),
11,1 1,1,1

1,1,3,6,118), (1,1,1,1,6,17,20), (1,1,1,2,2,2,286), (1,1,1,2,2,16,32),

2,2

,3,13,13),  (2,2,2,3,3,4,7).

6.1.13. Rownanie x1+ -+ xn =21 Tn, dla n = 3000 postada 11 rozwigzan naturalnych,
z doktadno$cig do permutacji. W kazdym rozwigzaniu jest 2994 jedynek. Rozwigzania bez
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wspolnych jedynek sq nastepujgce:
(1,1,1,1,2,3000), (1,1,1,2,4,429), (1,1,1,4,9,86), (1,
(1,1,2,4,6,64), (1,1,2,5,6,51), (1,2,2,2,19,20), (1,
(1,2,3,7,8,9), (1,3,3,4,7,12), (2,2,3,3,6,14).

6.1.14. Réwnanie x1 + -+ xp, = x1 - - - Ty, dla n = 4000 posiada 13 rozwigzan naturalnych,
z dokladno$cig do permutacji. W kaidym rozwigzaniu jest 3994 jedynek. Rozwigzania bez
wspolnych jedynek sq¢ nastepujgce:

(1,1,1,1,2,4000), (1,1,1,1,4,1334), (1,1,1,1,32,130), (1,1,1,1,44,94),
(1,1,1,2,10,211), (1,1,1,3,4,364), (1,1,1,4,4,267), (1,1,1,4,14,73),
(1,1,4,6,12,14),  (1,1,4,7,9,16),  (1,2,2,7,8,18),  (1,2,4,4,6,21),
(2,2,2, ,8,21)

6.1.15. Rownanie x1 + -+ +xp = 1 - - - Ty, dla n = 5000 posiada 13 rozwigzan naturalnych,
z dokladnoscig do permutacji. W kazdym rozwigzaniu jest 4994 jedynek. Rozwigzania bez
wspolnych jedynek sq nastepujgce:

(1,1,1,1,2,5000), (1,1,1,2,2,1667), (1,1,1,2,5,556), (1,1,1,2,6,455),
(1,1,1,2,17,152), (1,1,1,2,50,51), (1,1,2,2,15,85), (1,1,2,5,11,46),
(1,1,2,10,14,18), (1,1,3,7,10,24), (1,1,4,4,15,21), (1,2,2,3,3,143),
(2,2,2,3,7,30).

6.1.16. Rownanie x1+-- -+ = x1 - Ty dlan = 10000 posiada 19 rozwigzan naturalnych,
z dokladno$ciq do permutacji. W kazdym rozwigzaniu jest 9994 jedynek. Rozwigzania bez
wspolnych jedynek sq nastepujgce:

(1,1,1,1,2,10000), (1,1,1,1,4,3334), (1,1,1,1,10,1112), (1,1,1,1,12,910),
(1,1,1,1,34,304),  (1,1,1,1,100,102), (1,1,1,2,4,1429), (1,1,1,4,4,667),
(1,1,1,4,9,286),  (1,1,1,4,16,159), (1,1,1 4,32,79),  (1,1,1,6,8,213),
(1,1,1,7,36,40),  (1,1,1,12,15,56), (1,1,2,3,4 435), (1,1,2,4,9,141),
(1,2,3,4,6,70), (1,3,3,6,6,31), (2,2,3,3,9,31).

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
6.2 Suma réwna iloczynowi; wlasnosci
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6.2.1. Dla kazdej liczby naturalnej n réwnanie
T4+ Ty =21 Tn
ma rozwigzanie w liczbach naturalnych; na przykiad:
T1=Tg=:"=Tpo=1, xp_1=2, Tn=n.
(1S59] 174, [B-zm] 16).
6.2.2. Dla kazdej liczby naturalnej n > 1 rownanie
T1+ -+ Ty =21 Ty

ma skonczenie wiele rozwigzan naturalnych. ([S59] 175).
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6.2.3. Jesli x1+---+xp, =21 Ty, gdzien = 3 orazxy < - -+ < Ty Sq liczbami naturalnyms,
to
1T+ Tp—1 < n— 1.

D. Zauwazmy, ze wszystkie liczby z1, ..., z, nie moga by¢ rowne. Przypusémy bowiem, ze x; =
o=z, =x. Wtedy 2" = nzistad x = "{/n. Ale1 < "/n <2 dlan > 3, wiec mamy sprzecznosc.
Zatem,

T1To  Tp1Tp =T1 + T2+ -+ Ty < nT,. K

6.2.4. Jesli x1,...,x,, gdzie n = 2, sq takimi liczbami naturalnymi, ze x1 + -+ + x5 =
Tl Tp, to
Ty + -+ x, < 20

([Crux] 1990 s.82, [OM] Polska 1989/1990).

D. Niech b,, oznacza liczbe jedynek w ciagu (z1,...,2,) € A(n). Oznaczmy przez k liczbe tych
liczb w ciagu (x1,...,x,), ktére sa wieksze od jedynki. Liczby wigksze od jedynki oznaczmy odpo-

wiednio przez y1 + 1, yo+ 1, ..., yp+ 1, gdzie 1 < y; <y < -+ < yg. Oczywiscie k > 2, b, +k=n
oraz
(1) (+D@+D). (et D)=y +ya+-+ye +k+bn.

Niech k = 2. Wtedy y1yo =n—1istad y1 +yo <1+ n—1=n, a zatem
T+t T =n+y+y2 <2n,
przy czym réwnosé zachodzi tylko w przypadku, gdy y1 = 1, yo = n — 1, tzn. tylko wtedy, gdy
(1,...,2n) = (1,1,...,1,2,n).
Niech k > 3. Wtedy z réwnosci (1) otrzymujemy:
Y1+t <tiyetyeys oo+ un < (@t D+ 1) (v 1) = (v o+ yk) = 0.

Zatem, x1 4+ -4z, =y1+ -+ yp+n<2n. X

6.2.5. Niech x1 < -+ <z, bedg takimi liczbami naturalnymsi, Ze
T+ -+ Ty =21 Ty
Oznaczmy przez by, liczbe jedynek wystepujocych w ciggu (x4, ..., z,). Wtedy
b, = n—1—[logyn].
Réwnosé zachodzi na przyklad wtedy, gdy n jest liczbg postaci 2° — s (gdzie s > 2) oraz

(1, yzn) =(1,...,1,2,2,...,2).
—_————

S

D. 7 6.2.4 wynika, ze: 2" < xy -z, = 21+ - -+, = 2n. Zatem n—b, < log,(2n) = 1+logyn
i stad
b, =2 n—1—[logyn].

Pozostala czesé tego dowodu jest oczywista. X
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6.2.6. Jesli x1,...,x,, gdzie n = 2, sq takimi liczbami naturalnymi, ze x1 + - + x5 =
Tl Ty, tO
i+ 4a, = (s+1)n

dla s =2 n — 1. ([Zw] 1994).

6.2.7. Dla kazdej liczby naturalnej k istnieje liczba naturalna n taka, Ze rownanie
1+ F T, =21 Tn
ma wiecej niz k rozwigzan naturalnych. ([S59] 175).
6.2.8. Jeslin = 5 jest liczbg nieparzystq, to uklad
i+t Ty =21 Tp, TS T2 < Ty,

ma co najmniej dwa rozwigzania naturalne.
D. Niech n =2k + 1, k > 2. Jednym rozwigzaniem jest:
T1=Tpg="+""=7=Tp_2=1, xn—1:27 Ly =MN.
Drugie rozwiazanie:

r1=To=-=xp o=1, x,1=3, x,=k+1. K

6.2.9. Jeslin =ab+ 1, gdzie 2 < a < b, to uklad
Tyt Ty =T T, TIS 2S00 K Ty

ma co najmniej dwa rozwigzania naturalne.

D. Jednym rozwiagzaniem jest: x1 =29 =--- =2, o =1, x,_1 = 2, x,, = n. Drugie rozwiazanie:
TN =Tp=+=Tpo=1,Tp1=a+1,z,=0+1. X

6.2.10. Jesli n jest liczbg naturalng majgcg jedng z postaci

3k+2, b5k+3, Tk+4, Tk+5, 8k+5,

to uklad x1 4+ - 4+ Ty =21 Ty, 1 < T2 < -+ < Ty, Ma co nagmniej dwa rozwigzania
naturalne.
D. Jednym rozwiazaniem jest zawsze 1 = xo =+ =2p_o =1, xp_1 =2, T, =N.
Drugie rozwiazania:
n=3k+2,x1=29=---=x, 3=1,2,0=2,2,1=2, 2, =k+ 1.
n=5k+3,r1=29=---=x, 3=1,2,20=2,2,_1=3, 2, =k+ 1.
n=Tk+4,r1=23=---=xp, 3=1, 2, 0=2, 2, 1=4, 2, =k+ 1.

n=Tk+5 r1=x=- =2, 4=1,2, 3=2,2p 0=2,Tp_1=2,, =k+ 1.
n=8k+5 x1=x93=--=xp3=1, 24, 92=3, 2p_1=3, 2z, =k+1. X
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6.2.11. Rozpatrzmy uklad: x1 4 -+ + xp = 21 Tp, 1 S T2 < -0 K Ty
(1) Jesli n jest jedng z liczb

24, 114, 174, 444,

to uklad ten posiada tylko jedno rozwigzanie naturalne.

(2) Czy istnieje liczba naturalna n wieksza od 444, dla ktorej uklad ten ma tylko jedno
rozwigzanie? Sprawdzono, ze takiej liczby nie ma dla n < 1440000 ([Gy04] 300).

(3) Czy jesli uklad ten ma tylko jedno rozwigzanie (dla n > 6), to ostatnig cyfrg liczby n
jest 42

(4) Jesli uklad ten ma dokladnie jedno rozwigzanie, to n — 1 jest liczbg pierwszq.
Dowdd. Wynika to z 6.2.9.

(5) Jesli uktad ten ma dokladnie jedno rozwigzanie, to 6 | n.
6.2.12 (Singmaster-Bennett-Dunn). Rozpatrzmy uklad:

(1) Istnieje 49 liczb naturalnych n mniejszych od 1200000, dla ktérych uklad ten posiada
doktadnie dwa rozwigzania. Najwiekszq takq liczbg n jest 6324. Liczba n = 6174 tez ma te
wlasnosc.

(2) Istnieje T8 liczb naturalnych n mniejszych od 1200000, dla ktérych uklad ten posiada
dokladnie trzy rozwigzania. Najwiekszq takq liczbg n jest 11874. Liczba n = 7220 teZ ma te
wilasnosé. ([Gy04] 300).

% M. L. Brown, On the diophantine equation > X; = [[ X;, [MatC] 42(1984) 239-240.
M.W. Ecker, When does a sum of positive integers equal their product?, [MM] 75(1)(2002) 41-47.
R. K. Guy, Sum equals product, [Gy04] 299-300.
L. Kourliandtchik, A. Nowicki, When the sum equals the product, [MG] March 2000.
D. Singmaster, M. Bennett, A. Dunn, Sum = product sequences, preprint 1988 ([Gy04] 300).
[Mon] 82(1)(1975) 78-80, [Mon] 9(1971) 1021-1022.

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
6.3 Suma réwna iloczynowi; liczby catkowite
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6.3.1. Trojki (1,2,3) i (—1,—2,-3) saq jedynymi, z dokladnoscig do permutacji, nieze-
rowymsi catkowitymi rozwigzaniamsi rownania

T+y+z=71xYy2.
([S59] 172).

6.3.2. Czworki (1,1,2,4) i (—1,-2,-2,1) sq jedynymi, z dokladnosciqg do permutacji,
catkowitymi rozwigzaniami rownania

T+y+z+t=uayzt.

([Str72] s.44).
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6.3.3. Niech x1,...,x, bedg takimi liczbami calkowitymi, Ze
Jesli 2| n, tod|xy---xy.

D. Niech n bedzie liczba parzysta. Przypusémy, ze wszystkie liczby x4, ..., 2, sa nieparzyste.
Mamy woéwczas parzysta liczbe liczb nieparzystych. Suma jest wigc parzysta. Ale suma jest réwna
iloczynowi, wiec iloczyn jest parzysty. Zatem jedna z liczb x1, ..., z, jest parzysta. Sprzecznosc.

Co najmniej wiec jedna z liczb jest parzysta. Suma wszystkich liczb (jako, ze jest réwna iloczynowi)
jest zatem parzysta. Wsrod liczb tych musza wiec by¢ co najmniej dwie liczby parzyste. X

6.3.4. Mowimy, Ze liczba naturalna n jest SI-liczbg jesli istnieje n takich liczb catkowitych
Z1,..., Ty (niekoniecznie réznych), ze

n=x1+x2+ - +Tp =21 T2 Tn.
Przyklad: 8 jest SI-liczbg, gdyz
8=4-2-1-1-1-1-(=1)-(-1)=4+24+1+14+1+1+(-1)+(-1).

(1) Kazda liczba postaci 4k lub 4k + 1 jest SI-liczbg (JOM] Indie 1995).

(2) Liczba naturalna n jest SI-liczbg <= n = 0,1 (mod 4) oraz n # 4.

([Mon] 4(1998) z.10454).

% J. Pla, On triples of integers having the same sum and the same product, [MG] 90(518)(2006)
276-279.
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6.4 Suma réwna iloczynowi; liczby wymierne
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6.4.1 (R. Liu). Oznaczmy przez A zbior tych wszystkich liczb naturalnych n, dla ktérych
istnieje liczba naturalna k > 2 oraz istniejq takie dodatnie liczby wymierne ay,...,ax, ze

a1+a2+...+ak:n:al.a2.....ak'

Dla przyktadu, liczby 6 i 11 nalezg do zbioru A, gdyz:

1 11 1 11
1+24+43=6=1-2-3, —+1+d+—=11=--1-4-—.
+2+43=6 3. SHldd+ 5 5

Do zbioru A nalezy liczba 4 i nalezy kazda liczba naturalna wieksza od 5. Liczby 1,2,3,5 nie
nalezq do zbioru A. Mamy wiec:

A=1{4,6,7,8,9,...} =N~ {1,2,3,5}.

([OM] USA 2006).
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D. ([SPom], [OM] USA 2006). Najpierw pokazemy, ze kazda liczba parzysta wieksza od 2 nalezy
do zbioru A. Niech n = 2k, gdzie 2 < k € N. Wtedy ciag (a1,...,ax) = (k,2,1,1,...,1) posiada
zadana wlasnos¢. Liczby aq,...,ar sa wymierne i dodatnie oraz

a1+ t+ax=2k=n=ay-----ag.

Zalozmy teraz, ze n > 9 jest liczba nieparzysta. Niech n = 2k + 3, gdzie 3 < k € N. Rozpatrzmy ciag

31
(a17a27"',ak) - (k+777,471713"'71)'
2°2
Latwo sprawdzié, ze a1 +---+ay =2k+3=n=ay----- ay. Kazda wiec liczba nieparzysta wigksza
od 7 nalezy do zbioru A. Z réwnosci
é + z + - = 7T = é z 9
36 2 36 2

wynika, ze liczba 7 réwniez nalezy do zbioru A.

Pozostaly liczby 1, 2, 3, 5. Udowodnimy, ze one nie naleza do zbioru A. Niech n € {1, 2, 3,5} i przy-
pusémy, ze n € A. Niech k > 2 i niech aq,...a; beda dodatnimi liczbami wymiernymi spelniajacymi
rozpatrywane réwnosci. Wykorzystujac znana nieréwnosé o $rednich ($rednia geometryczna nie jest
wigksza od éredniej arytmetycznej), otrzymujemy:

i = Yar ey <

>3

i stad mamy nieréwnosé n > k=1 Latwo sprawdzié, ze jesli k > 3, to k=1 > 5 czyli n > 5;
sprzeczno$é z tym, ze n € {1,2,3,5}. Pozostaje jedynie przypadek k = 2. Ten przypadek réwniez
prowadzi do sprzecznoéci. Z réwnoéci a; + az = n = ajas wynika, ze a? —na; +n = 0 i stad dalej
wynika, ze a; nie jest liczba wymierna. X

6.4.2. Waszystkie niezerowe rozwigzania wymierne rownania
rT+y=2xy

s8¢ postact

gdzie p,q € Z~ {0}, p # q.
D. Niech x =p/q, p,q € Z ~ {0}, nwd(p,q) = 1. Niech y = a/b, a,b € Z ~ {0}, nwd(a,b) = 1. Z

réwnosci  + y = xy otrzymujemy rownosé
pb+qa = pa,

z ktérej wynika, ze a = up dla pewnego catkowitego u # 0. Stad otrzymujemy, ze b = u(p—q) i mamy:
a

b p—q

6.4.3. Jesli a, b, ¢ sq takimi dodatnimi liczbamsi, ze

a+ b+ c=abc,

17
to co nagmniej jedna z tych liczb jest wieksza od 10" ([OM] Lotwa 1994).
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6.5 Suma réwna iloczynowi; liczby rzeczywiste
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6.5.1. Zalozimy, ze a,b, c sq liczbami rzeczywistymi takimi, Ze

a+ b+ c=abe.
Wtedy:
(1) a1 =31 =) +b(1 — A1 —a?) +c(1 —b*)(1 — %) = 4abe, (IMO] Longlist 1985);
a4 b ¢ dabe
2 B dy a,b ine od +1
([AF(] 308),1_a2 i 1-b? - 1—c? (1—a2)(1-0)(1— )’ gdy a,b,c sq rézine o ,
e )
(3) a b ¢ _3V3 -

+ + <
Vi+a2 Vi+02 JV1i+e2 2
(4) a®(bc — 1) +b°(ca — 1) + P(ab—1) > 54V/3, gdy a,b, ¢ > 0, ([Crux] 2001 5.403);
2a 2b 2c

m, Yy = 1—7b27 z = 1_702, ([Mon] 28(5)(1921) 230);

_ . _3a—a3 _3b—63 _3c—c3
(6) z4+y+z=uzyz, gdzzeﬂc—l_gagz Y= 13, T 132

(5) x4+y+z=u1wyz, gdziex =

oraz

1

|a| # \/Ti?)’

|b] #

DS
V13’ V13’

(IMO] Shortlist 1974, [Djmp] 101(398)).

6.5.2. Niech a, b, c bedg takimi dodatnimi liczbami rzeczywistymi, Ze

a+b+c=abc.

17
Wtedy co najmniej jedna z liczb a,b, c jest wieksza od 10 Zachodzi fakt ogdlniejszy. Jesl

T1,...,Tn S¢ dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, Ze
T1+2Xo+ -+ Ty =T1X2...2Tp,
to max (xl, . ,xn) > "V/n. ([OM] Lotwa 1994, [Crux] 1998 s.135).

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
6.6 Iloczyn minus suma
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6.6.1. Kazdg liczbe naturalng mozna co najmniej na dwa rézne sposoby przedstawié w postaci

gdzie x,y € N. ([Mat] 1/1974 58, [Mat] 2/1974 101).
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6.6.2. Dia kazdej liczby naturalnej m > 1 istnieje liczba naturalna posiadajgca dokladnie m
roznych przedstawien w postaci

gdzie x,y € N. ([Mat] 3/1974 185).

6.6.3. Niech s € N, s > 2. Kazdg liczbe naturalng mozna na skorniczong roing od zera liczbe
sposobow przedstawié w postact

r1x2 T — (21 + -+ ),
gdzie x1,...,xs € N. ([Mat] 4/1974 251).

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
6.7 Iloczyn réwny podwojonej sumie
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Dla danej liczby naturalnej n interesowaé nas beda ciagi (x1,...,x,), takich liczb natu-
ralnych, ze:

T1-Tg---- Tp=2(x1+x2+ - +x) oraz x] < x93 < < Ty

Zbior wszystkich takich ciagéw oznaczaé bedziemy przez Ag(n). Natomiast przez ag(n) ozna-
czaé¢ bedziemy moc zbioru As(n), tzn. liczbe wszystkich elementéw zbioru As(n).
Jest oczywiste, ze az(1) = 0.

6.7.1. Zbior A2(2) ma dokladnie 2 elementy: (3,6) i (4,4).
D. Z réwnanie x129 = 2(21 + x2) jest réwnowazne réwnaniu
(1'1 — 2)(1’2 — 2) =4.

Zatemx1 —2=1,20—2=4lubx; —2=2,20—2=2. K

6.7.2. Jeslin > 3, to az(n) = 3.

D. Ciagi (1,1,...,1,4,n+2), (1,1,...,1,3,2n+2), (1,1,...,1,2,2,n + 1) sa parami rdzne i
naleza do zbioru As(n). X
6.7.3. Zbior Aa(n) jest skoriczony (dla kaZdego n).

D. Niech (z1,...,2,) € A2(n). Wtedy

TiTn S X1To ... Tp =2(x1 + @2+ +xy) < 2(xp + 25 + -+ x0) = 202,

dla wszystkich ¢ = 1,...,n — 1. Zatem liczby x1,...,2,_1 sa mniejsze lub réwne 2n. Liczby te wyzna-
czaja liczbe x,. Przy danych zq, ..., x,_1 wyraz x, znajdziemy z réwnosci 1 « - - &, = 2(x1+- -+ 2p)-
X

6.7.4. Jesli (x1,...,x,) € A2(n), n =5, to x129- - Tp_1 < 2n — 1.
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D. Przypu$émy najpierw, ze 1 = 19 = =z, =y. Wtedy y" = 2ny, wiec y =

sprzerczno$é z tym, ze 1 < "/n < 2 dla n > 5. Zatem
1 Xy =2(x1 + -+ ap) < 2nzy,

istad x1xe---xp_1 < 2n. X

"3/2n i mamy

6.7.5. Liczba az(n) oraz elementy zbioru Az(n) (dlan=1,...,9) sq nastepujgce:

(1) ag(1) = 0;

(2) a2(2) =2; (3,6), (4,4);

(3) a2(3)=3; (1,3,8), (1,4,5), (2,2,4);

(4) a2(4)=5; (1,1,3,10), (1,1,4,6), (1,2,2,5), (1,2,3,3), (2,2,2,2);

(5) a2(5) =3; (1,1,1,3,12), (1,1,1,4,7), (1,1,2,2,6);

(6) a2(6)=5; (1,1,1,1,3,14), (1,1,1,1,4,8), (1,1,1,1,5,6), (1,1,1,2,2,7),
(1,1,1,2,3,4);

(7) ax(7)=4; (1,1,1,1,1,3,16), (1,1,1,1,1,4,9), (1,1,1,1,2,2,8),
(1,1,1,2,2,2,3);

(8) ax(8)=5; (1,1,1,1,1,1,3,18), (1,1,1,1,1,1,4,10), (1,1,1,1,1,1,6,6),
(1,1,1,1,1,2,2,9), (1,1,1,1,1,2,3 5);

(9) 0/2(9) = 5) ( ) ’1 3 20) (17 1’ 17171717 1’4 11) (17 1’ 1’ 1)1717 1’5’ 8)}
(]‘7 ]‘7 17 ]‘717172727 ]‘0)7 ( b) 7 7 ’]‘71727474)'

6.7.6. Jesli (z1,...,x,) € Aa(n), to
1+t T, <3n+3
1 przy tym réwnosé zachodzi tylko w przypadku ciggu

(1,1,...,1,3,2n + 2).

D. Niech b, oznacza liczbe jedynek w ciagu (x1,...,2,) € As(n). Oznaczmy przez k liczbe
tych liczb w ciagu (z1,...,2,), ktore sa wieksze od jedynki. Liczby wigksze od jedynki oznaczmy

odpowiednio przez
y1+1a 92+17 RN} yk+1a

gdzie 1 <y; < yo < -+ < yg. Oczywiscie k > 2, b, + k = n oraz
(*) (i +Dw2+1).. (g + 1) =2(1 +y2+ -+ yx +n).

Niech k = 2. Wtedy y1y2 — y1 — 42 + 1 = 2n, czyli (y1 — 1)(y2 — 1) = 2n. Stad

ntye=0-1)+@-1)+2<1+2n+2=2n+3,

a zatem
1+ -+, =n—24+y1+y2+2<3n+ 3,

przy czym rownosé zachodzi tylko w przypadku, gdy y1 — 1 =1, yo — 1 = 2n, tzn. tylko wtedy, gdy

(x1,...,2n) =(1,1,...,1,3,2n + 2).



Funkcje, liczby, ... 6. Sumy i iloczyny 97

Niech k£ = 3. Wtedy

(1 + Dy +D(ys +1) =2(y1 +y2 +ys +n)

i stad
Y1+ Y2 + Yz = Y1y2ys + Y1y2 + Y1y3 + Yays — 2n + 1.

Jesli y1 =1, to
L+ yo +y3 = yoys +y2 +y3 + y2ys + 1 —2n,

czyli yoys = n, skad y2 +y3 < 1+ n i mamy:
T+ F Ty, =n—3+y1+yptyz+3=n+l+ypt+y3<nt+l+n+1<3In+3.
Mozemy wiec zalozy¢, ze y; > 2. Wtedy
Y1+ Y2 +ys = 2Y2y3 + 2y2 + 2y3 + Y2y + 1 — 2n
i stad y1 +y2 +y3 + (3y2ys — 2y1) < 2n — 1. Ale 3yays > 2y, wiec y1 +y2 + y3 < 2n — 2. Zatem
x1+- o+, =m—=3)+y1+yetys+3<n—-3+3+2n—-2<3n+3.

Niech teraz k > 4. Wtedy z réwnosci (x) otrzymujemy:

20+ tyk) = it ty) o+t k)
< nye FY2u3 + o YRyl + y1yeys + Yaysya + o+ Yryiye
< W +HDwe+1) (e +1) = (g +---+yp) — 1

2+ tyetn) =+ k) — 1
= (n+-+wy)+2n—1.

Stad wynika, ze y1 + -+ + yr < 2n i konsekwentnie: z1 + -+, = (n—k)+y1 + -+ yp + k <
n+2n<3n+3. X

6.7.7. Niech (x1,...,x,) € Aa(n). Niech b, oznacza liczbe jedynek w ciggu (x1,...,%y,).
Wtedy
b = n — [logyn] — 2.

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
6.8 Iloczyn réwny m-krotnej sumie
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

6.8.1. Niech m € N. Kazde naturalne rozwigzanie réwnania

xy =m(x +y)

2
jest postaci (z,y) = (m+a, m+b), gdzie a jest naturalnym dzielnikiem liczby m? oraz b = m.
([Putn] 1960, [Mon] 68(7)(1961) 5.632). “

U. Roéwnanie zy = m(x + y) jest réwnowazne réwnaniu

W [N-1] jest podrozdzial o tym réwnaniu. Tam jest réwniez dowdd powyzszego faktu. X
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6.8.2. Niech p bedzie liczbg pierwszg. Jesli x,y sq takimi liczbami calkowitymi, Ze
zy = p(z +y),
to (z,y) jest jedng z par:
(0,0), (2p,2p), (p—1,p(1=p)), (p(1=p)p—1), (p+1Lp(p+1)), (plp+1),p+1).
Wynika to z tego, zZe réwnania
zy=p(z+y) oraz (z—p)ly—p)=p°
sq rownowazne. (JOM] Hiszpania 1998, [Crux] 2000 s.206).
6.8.3. Jesli x < y sq takimi liczbami calkowitymi, Ze
zy =1997(z + y),

to (z,y) jest jedng z par: (1998,399006), (—3986012,1996), (0,0), (3994,3994).
(IOM] Rosja 1997/1998).

Dla danej liczby naturalnej m, rozpatrzmy naturalne rozwiazania (z,y, z) réwnania
m(x+y+ z) = zyz

takie, ze x < y < z. Oznaczmy przez B,, zbiér wszystkich takich rozwiazani niech b, oznacza
liczbe elementéw tego zbioru. WspominaliSmy juz, ze by = 1, ba = 3,

B ={(1,2,3)}, B={(1,3,8),(1,4,5),(2,2,9)}.
Zanotujmy kilka innych przyktadow.
6.8.4. B3 = {(1,4, 15), (1,5,9), (1,6,7), (2,2,12), (2,3,5), (3,3,3)}; by = 6.
6.8.5. By = {(1,5,24), (1,6,14),(1,8,9), (2,3, 10), (2,4,6)}; by = 5. (1S59] 95).
6.8.6. B; = {(1,6,35),(1,7,20),(1,8, 15),(1,10,11), (2, 3,25),(2,4,10), (2,5,7), (3,4, 5)};
bs = 8. (IMG] 90(519)(2006)).

6.8.7. Bg = {(1,7,48), (1,8,27),(1,9,20),(1,12,13), (2,4, 18),(2,6,8), (3, 3,12), (3,4, 7)};
be = 8. ([Mon] 46(2)(1939) 5.108).

6.8.8. Br = {(1,8,63),(1,9,35), (1,11,21), (1,14,15), (2,4,42),(2,7,9), (3,3,21), (3,5,7)};
by = 8.

6.8.9. by =14, by =13, big =9, by =14, bio =17, b3 =8, by = 18, by5 = 23.

6.8.10. b5 =39, bigg = 52, bigo = 140, bogy = 153, biggo = 264, (Maple).
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Z tych przykladow wynika, ze:

6.8.11. Rownanie
200(x +y + 2) = xyz

ma dokladnie 153 naturalnych rozwigzan (x,y, z) takich, zZe v < y < z. Natomiast réwnanie
1000(z +y + 2) = ayz
ma 264 takich rozwigzan.
6.8.12. Jesli m nalezy do zbioru {1,2,...,100}, to rownanie
m(z+y+2) = xyz
posiada najwiecej naturalnych rozwigzan x <y < z, gdy m = 80. Rownanie
80(x +y+2) =zyz
ma 101 takich rozwigzan. (Maple).
6.8.13. Jesli m nalezy do zbioru {1,2,...,500}, to réwnanie
m(x+y+2) =zyz
postada najwiecej naturalnych rozwigzan x <y < z, gdy m = 495. Rownanie
495(x +y + 2) = wyz
ma 316 takich rozwigzan. (Maple).
6.8.14. Niech p > 3 bedzie liczbg pierwszq i n naturalng liczbg nieparzyste. Rownanie
xyz =p"(x +y+2)

ma co najmniej 3(n + 1) rdznych rozwigzan naturalnych (x,y,z), © <y < z.

([OM] Czechostowacja 1986/1987).

Dla danej liczby naturalnej m, rozpatrzmy naturalne rozwiazania (x,y, z) réwnania
m(zx+y+z+1t)=uxyzt

takie, ze x < y < z < t. Oznaczmy przez C,, zbiér wszystkich takich rozwiazani niech ¢,
oznacza liczbe elementéw tego zbioru. WspominaliSmy juz, ze ¢; = 1, co = 5,

CGi={11,29} C={(1,1310),(1,146),(1,225),(1,23,3),(2,2,272)}.
Zanotujmy kilka innych przyktadow.

6.8.15. C3 = {(1, 1,4,18),(1,1,6,8),(1,2,2,15), (1,2,3,6)}; c3 = 4.
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6.8.16. Cy = {(1, 1,5,28), (1,1,6,16), (1,1,7,12), (1, 1,8,10), (2,2, 2,6), (1, 3,4, 4),
(1,2,3,12), (1,274,7)}; cq = 8.

6.8.17. C5 = {(1, 2,5,8),(1,2,3,30),(1,1,10,12),(1,1,6,40), (2,2, 3,5), (2,2, 2, 10)}.
6.8.18. ¢5=6, cg =14, cr =7, cg =15, cg =12, c19 = 22.
6.8.19. co9 =31, co7 =27, c30 =68, c50 =70, ci90 = 124. Maple).
6.8.20. Jesli m nalezy do zbioru {1,2,...,50}, to réwnanie
m(z+y+z+t) =azyzt
posiada najwiecej naturalnych rozwigzan x < y < z < t, gdy m = 48. Rownanie
A8(x +y+2z+1t) =xyzt
ma 97 takich rozwigzan. (Maple).
6.8.21. Jesli m nalezy do zbioru {1,2,...,100}, to réwnanie
m(z+y+z+1t)=axyzt
posiada najwiecej naturalnych rozwigzan x < y < z < t, gdy m = 96. Rownanie
9%(x +y+2z+1t) =uxyzt

ma 179 takich rozwigzan. (Maple).

% J. Sandor, An arithmetic problem in geometry, [Sand] 53-55. Tutaj jest pewna geometryczna
interpretacja réwnosci zyz = 4(x + y + 2).
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

6.9 Rozne fakty i zadania

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

6.9.1.
(1) 1+6+6=2+2+49, 1-6-6=2-2-9;
(2) 245+27=1+15+18, 2-5-27=1-15-18;
(3) 7T+24+75=6+30+70, 7-24-75="6-30-70;
(4) 26785 4+ 12789 + 14976 = 26298 4+ 16240 + 12012 = 17532 4 25578 + 11140 ;
26785 - 12789 - 14976 = 26298 - 16240 - 12012 = 17532 - 25578 - 11140
(5) Czy sq czworki liczb o tej wlasnosci? ([Dlt] 6/1980).
6.9.2. ZnaleZé wszystkie szostki (a,b,c, .y, z) liczb naturalnych spelniajgce uklad réwnar
a+b+c = zxyz
{ r+y+z = abc

oraz warunkia > b>c>1, x >y > z > 1. (JOM] Polska 1997/1998).
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O. Jest siedem takich széstek: (2,2,2,6,1,1), (6,1,1,2,2,2), (3,2,1,3,2,1), (3,3,1,7,1,1),
(7,1,1,3,3,1), (5,2,1,8,1,1), (8,1,1,5,2,1). K

6.9.3. Niech x,y, z,m bedq liczbami naturalnymsi takimi, Ze x > y > z oraz
(x+y)(y+ 2)(z + ) = mayz.
Wtedy (x,y, z,m) jest jedng z czworek: (8,1,1,1), (9,2,1,1,), (10,3,2,1). ([Dlt] 1/1999 2.365).
6.9.4. ZnaleZé wszystkie liczby naturalne n, dla ktorych réwnanie
(x+y+2)? =nayz

ma naturalne rozwigzanie. (IMOc] 2003 z.239).

0. Kazda liczba naturalna n nalezaca do zbioru {1,2,3,4,5,6,8,9} (nie ma 7) spelnia zada-
ny warunek. Innych takich n nie ma. Rozwigzania: 1(9,9,9), 2(4,4,8), 3(3,3,3), 4(2,2,4), 5(1,4,5),
6(1,2,3),8(1,1,2),9(1,1,1). K

6.9.5. Oznaczmy przez v(n,b) liczbe przedstawien liczby naturalnej n w postaci iloczynu
jednej lub wiecej liczb naturalnych wiekszych od b € N, przy czym nie uwzgledniamy kolejnosci
wystepowania czynnikéw. Na przyklad v(36,2) =5, gdyz

36=6-6=4-9=3-12=3-3-4.

Wykazaé, ze v(n,b) < % ([OM] Brazylia 2000).

6.9.6. Niech a,b,c € N, a4+ b+ ¢ = 407. Ile maksymalnie zer na koncu moze mieé iloczyn
abc? Odp. 6 dla a = 250, b =125, ¢ = 32. (JOM] St Petersburg 2002).

6.9.7. Znalezé najwickszqg wartosé iloczynu liczb naturalnych, ktorych suma rowna sie danej
liczbie naturalnej n.

(1) n=1976; Odp.2-3%8. ([Brg3] 10).
(2) n=1979; Odp.2-35°. ([Putn] 1979).
(3) n=2000; Odp.2-356. (1zw] 2006).

6.9.8. Dia danej liczby naturalnej n znaleZé najwiekszq warto$é iloczynu liczb naturalnych,
ktorych suma rowna sie n. ([Brs3] .37, [Mat] 2/1998 Z.1412).

O. 3*dlan=3k; 4-3*1Tdlan=3k+1; 2-3*dlan=3k+2. K

6.9.9. Z cyfr 1,2,...,9 utworzono trzy trzycyfrowe liczby o najwiekszym iloczynie. KaZdg
cyfre uzyto jeden raz. Jakie to liczby? Odp. 941,852,763. ([OM] St Petersburg 1993).

6.9.10. Z cyfr1,2,...,9 utworzono trzy trzycyfrowe liczby o najmniejszym iloczynie. Kazdg
cyfre uzyto jeden raz. Jakie to liczby?

% 1. Michajtow, O diofantycznej analizie, [Kw] 6/80 16-17.
J. Sandor, A sum equal to a product, [Sand] 101-102.
Ch. Small, on the equation xyz = x +y + z + 1, [Mon] 89(10)(1982) 736-749.
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7 Partycje
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7.1 Nieuporzadkowane sumy ustalonej dlugosci

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
Niech k bedzie ustalona liczbg naturalna.

Tloma réznymi sposobami mozna dang liczbe naturalna n przedstawi¢ w postaci sumy
posiadajacej dokladnie k sktadnikow, z ktérych kazdy jest liczbg naturalng ?

Chcac odpowiedzie¢ na to pytanie nalezy ustali¢ najpierw czy przedstawienia rézniace sie
tylko kolejnoscia wystepowania sktadnikéw uwazamy za rézne. W tym podrozdziale zaktadaé
bedziemy, ze takie przedstawienia sg rozne i liczbe wszystkich takich réznych przedstawien
oznaczaé bedziemy przez ag(n). Dla przykladu as(6) = 10, gdyz istnieje dokladnie 10 réznych
rozktadow liczby 6 na sume trzech liczb naturalnych:

6=4+1+41, 6=2+4+1+4 3,
6=3+2+1, 6=1+4+1,
6=3+1+2, 6=1+3+2,
6=2+3+1, 6=1+2+3,
6=2+4+2+2, 6=1+1+4.
Wprowadzona liczba ag(n) jest liczba wszystkich ciagbéw (z1, ..., xy) takich, ze
r1+ax0+--4+xp=n, x1,...,75 €N

Jest jasne, ze aj(n) = 1. Latwo zauwazy¢, ze as(n) = n — 1, gdyz wszystkimi rozktadami
liczby n > 1 na sume dwoch liczb naturalnych sa:

n-1)+1, (n-=2)+2, ..., 1+(n-1).
Przejdzmy do rozkladéw na sumy trzech sktadnikéw. Dla n = 5 mamy:
5=34+14+1=24+24+1=24142=14+34+1=14+24+2=1+1+3.
Jest 6 rozkladow, a zatem as(5) = 6.

7.1.1. Dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi rownosc

(n—1)(n—2)
as(n) = 31—,

D. Pierwszym skladnikiem w rozkladzie liczby m na sume trzech liczb naturalnych moze byé
dowolna liczba naturalna s mniejsza lub réwna n — 2. Dla danej takiej liczby naturalnej s nalezy tylko
przedstawié¢ liczbe n — s jako sume dwdch liczb naturalnych, a takich rozkladéw jest as(n — s), czyli
n — s — 1. Mamy wiec:

(n—1)(n—-2)

as(n) = ax(n — 1)+ aa(n —2) + - +02(2) = (1= 2) + (1= 3) ++o 4 1 = D=,

103
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(n—=1)(n-2)
2

ai(n)=1= (T:i), az(n) =n—1= (Z:i),

a3(n):w: (n_1>'

X

czyli az(n) =

Zauwazmy, ze

2 3—-1
W ogélnym przypadku (dla dowolnego k) mozna wykazaé nastepujace stwierdzenie.

7.1.2. Dla dowolnych liczb naturalnych k,n zachodzi rownosé

n—1
ag(n) = (kz B 1).
Innymi stowy, dang liczbe naturalng n mozna przedstawié w postact sumy k liczb natural-

n —_—
nych na doktadnie P sposobow (przy zaloZeniu, Ze przedstawienia rdéznigce sie tylko

kolejnosciq wystepowania skladnikéw sq rdzine).
D. Indukcja ze wzgledu na k. Juz wiemy, ze tak jest dla k = 1 i dowolnego n. Niech k > 11
zalézmy, ze

-1
ag(n) = (Z B 1), dla wszystkich n € N.

Rozpatrzmy rozklady danej liczby naturalnej n skatadajace sie z k + 1 skltadnikéw. Pierwszym sktad-
nikiem w rozkladzie moze byé dowolna liczba naturalna s mniejsza lub réwna n — k — 1. Dla danej
takiej liczby naturalnej s nalezy tylko przedstawié liczbe n — s jako sume k liczb naturalnych, a takich
rozktadéw jest ax(n — s). Mamy wiec:

arp1(n) = ap(n—1)+ax(n—2)+ -+ ap(k)
() R (e R ()
- (")

1> i to konczy nasz indukcyjny dowdd. X

n—1
tzn. ag41(n) = <(k L1y

W tym dowodzie wykorzystaliSmy nastepujacy lemat.

7.1.3. Dla dowolnych nieujemnych liczb catkowitych r,m zachodzi réwnosé

(-2) (-2

D. Poniewaz (7) = (F]) — (T+1) (dla dowolnych n € Ny), wiec

G+ -+ = () =GR+ G5 = G + G2 = C) +--+ () = ()
= (77:111) (r+1)
(7))

i to konczy dowdd. X
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7.1.4. Liczby ax(n) dla pewnych n, k.

E\n | 10 50 100 200 500 1000
2 9 49 99 199 499 999
3 36 1176 4851 19701 124251 498501
4 84 18424 156849 1293699 20584249 165668499
5 | 126 211876 3764376 63391251 2552446876 41251456251
6 | 126 | 1906884 71523144 | 2472258789 252692240724 8209039793949
7 84 | 13983816 | 1120529256 | 79936367511 | 20804994486276 | 1359964259197551

7 tablicy tej odczytujemy, ze na przyktad liczba 500 ma dokladnie 20804994 486 276
réznych przedstawien w postaci sumy siedmiu liczb naturalnych (przy zalozeniu, ze przed-
stawienia réznigce sie tylko kolejnoscia wystepowania sktadnikéw sa rézne).

Liczba 3 rozktada si¢ czterema réznymi sposobami na sume liczb naturalnych:
3=241=14+2=1+1+1.
Liczba 4 rozklada sie oSmioma réznymi sposobami na sume liczb naturalnych:
4=34+1=24+2=2+1+1=14+3=142+1=1+14+2=14+14+1+1.

W ogélnym przypadku mozna udowodnié:

7.1.5. Liczba wszystkich rozktadow liczby naturalnej n na sume liczb naturalnych, przy zato-
Zeniu, ze rozklady réinigce sie porzqdkiem sktadnikéw sq réine, jest réwna 271, ([S50] 528).

D. Rozpatrywana liczba rozkladéw liczby n jest suma liczb a1 (n), az(n), ..., an(n). Korzystamy
ze stwierdzenia 7.1.2:
n n n—1
n—1 n—1 1
Sam=(171) =2 (") -2
k=1 k=1 k=0

i to konczy dowdd. X

7.1.6. Niech a(n) bedzie liczbg wszystkich mozliwych przedstawieri liczby n w postaci sumy
jedynek © dwaojek, przy czym przedstawienia rézinigcee sie porzedkiem uwazZamy za rézne. Np.:

4=14+14141=14142=1424+1=24+14+1=2+42,
czyli a(4) = 5. Niech b(n) bedzie liczbg wszystkich moZliwych przedstawien liczby n w postaci
sumy liczb naturalnych wiekszych od 1, przy czym przedstawienia roznigcee sie porzgdkiem
uwazamy za rozne. Np.:

6=44+2=24+4=3+3=24+242=6,

czyli b(6) = 5. Wowczas dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé a(n) = b(n + 2).
([Putn] 1957).
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D. ([G-gk]). Spéjrzmy na poczatkowe przyklady: a(l) =1, a(2) = 2, a(3) = 3, a(4) = 5, a(5) =8,

a(6) =13; 6(1) =0, b(2) =1, b(3) =1, b(4) = 2, b(5) = 3, b(5) = 5. Zauwazmy, Ze

a(n+1) =a(n) +a(n—1).

Jesli bowiem przedstawienie liczby n+1 rozpoczyna si¢ od jedynki, to mamy a(n) takich przedstawien.
Jesli rozpoczyna sie od dwdjki, to takich przedstawien jest a(n — 1).

Usunmy ostatni sktadnik w przedstawieniu liczby n+1 w postaci sumy liczb naturalnych wiekszych
od 1. Otrzymamy wéwczas:

b(n+1) =b(n—1)+b(n—2)+-+b2)+1

i podobnie, gdy n > 2, b(n) = b(n — 2) + -+ + b(2) + 1. Stad wynika, ze b(n + 1) = b(n) + b(n — 1).
Poniewaz b(3) = a(1) 1 b(4) = a(2), wiec teza wynika tatwo na mocy indukcji. X

Zalézmy teraz, ze w rozkladach na sumy moga réwniez wystepowaé sktadniki zerowe.
Niech k,n € N. Oznaczmy przez bi(n) liczbe wszystkich ciagdéw o (x1, o, ..., xx) takich, ze
x1 4+ a2+ -+ x) = n oraz xy,...,T, naleza do zbioru Ny, czyli sa nieujemnymi liczbami
catkowitymi. Jest jasne, ze b1(n) = 1. Latwo zauwazy¢, ze

ba(n) =n+1,
gdyz wszystkimi rozkladami liczby n > 1 na sume dwdéch nieujemnych liczb catkowitych sa:
O+n, 14+(n-1), 2+n-2), ..., (n—1)+1, n+0.
Dla k = 3 oraz n = 4 mamy:

4 = 0+404+4=04+1+4+3=0+24+2=04+3+1=0+4+0
1404+3=14142=14+24+1=14+340

= 2404+2=2+1+1=2+2+0

340+1=3+1+0

= 440+0.

Jest 15 rozkladéw, a zatem b3(4) = 15.

7.1.7. Dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi rowno$é

(n+2)(n+1)'

b3(n) = 5

D. Pierwszym skladnikiem w rozkladzie liczby m na sume trzech liczb naturalnych moze byé
dowolna nieujemna liczba catkowita s mniejsza lub réwna n. Dla danej takiej liczby s nalezy tylko
przedstawi¢ liczbe n — s jako sume dwéch nieujemnych liczb catkowitych, a takich rozkladow jest
ba(n —s), czyli n — s + 1. Mamy wiec:

b3(n):a2(n)+b2(n—1)+'~~—|—b2(0):(n+1)+n+...+1:%7
czyli bg(n) = w X
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7.1.8. Dla dowolnych liczb naturalnych k,n zachodzi rownosé

b(n) = (”fo)

Innymi stowy, dang liczbe naturalng n mozna przedstawié w postaci sumy k nieujemnych
liczb catkowitych na doktadnie (n}’iil) sposobow (przy zaloZeniu, Ze przedstawienia rézZnigce

sie tylko kolejnoscig wystepowania skladnikéw sq rézne). ([S59] 431, [Dlt] 9/1975).
D. Indukcja ze wzgledu na k. Juz wiemy, ze tak jest dla & = 1 i dowolnego n. Niech k > 11
zalézmy, ze
k—1
bi(n) = (n—]: ! ), dla wszystkich n € N.

Rozpatrzmy rozktady danej liczby naturalnej n skaladajace sie z k + 1 skladnikéw. Pierwszym sktad-
nikiem w rozktadzie moze by¢ dowolna nieujemna liczba catkowita s mniejsza lub réwna n. Dla danej
takiej liczby naturalnej s nalezy tylko przedstawié liczbe n — s jako sume k nieujemnych liczb calko-
witych, a takich rozkladéw jest by(n — s). Mamy wigc:

big1(n) =br(n) be(n—1)+b(n—2)+ -+ b(0)
= (R ) e ()
- ()

k+1)—1
(wykorzystaliSmy lemat 7.1.3) tzn. agy1(n) = (n —(’—k(—i— —f) ) 1 > i to konczy indukeyjny dowdd. K
7.1.9. Liczby bg(n) dla pewnych n, k.
k\n 10 50 100 200 500 1000
2 11 51 101 201 501 1001
3 66 1326 5151 20301 125751 501501
4 286 23426 176851 1373701 21084251 167668501
5 | 1001 316251 4598126 70058751 2656615626 42084793751
6 | 3003 | 3478761 96560646 | 2872408791 268318178226 8459043543951
7 | 8008 | 32468436 | 1705904746 | 98619368491 | 22628166363726 | 1418299634202451

7 tablicy tej odczytujemy, ze na przyktad liczba 500 ma dokladnie 22628166 363 726
r6éznych przedstawien w postaci sumy siedmiu nieujemnych liczb catkowitych (przy zalozeniu,
ze przedstawienia rézniace sie tylko kolejnoscia wystepowania sktadnikéw sa rézne).

Spéjrzmy na jednomiany:

4 3

x,q:gy,x 2

2,2 2 2 3 2 2 3 ,4 .3 2,2 3 .4
Z’xyvxyzv$zvxy7xyz7$yz7'rz’y’yzﬂyz’yzﬂz‘

Sa to wszystkie moniczne jednomiany stopnia 4, przemiennych zmiennych z,y, z. Jest ich 15.
7 réwnosci podanej w 7.1.8 wynika znane stwierdzenie dotyczace liczby takich jednomianéw.

7.1.10. Wszystkich monicznych jednomiandw stopnia d, przemiennych zmiennych x1, ..., %y,
jest dokladnie
n+d—1
bn(d) = .
n(d) ( n—1 )

* W. Sierpifiski, Niektére zagadnienia addytywnej teorii liczb, [S57], 12-16.
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7.2 Uporzadkowane sumy ustalonej dlugosci

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
Niech k bedzie liczbg naturalna.

W poprzednim podrozdziale zajmowalidmy sie liczbg przedstawien danej liczby naturalnej
n w postaci sumy k liczb naturalnych. Zaktadaliémy przy tym, ze przedstawienia réznigce sie
kolejnoscia wystepowania sktadnikéw sa rézne. Teraz to zalozenie pominiemy. Przedstawienia
rozniace sie tylko kolejnoscia wystepowania sktadnikéw bedziemy traktowaé jako identyczne.
Liczbe wszystkich takich przedstawien oznaczaé bedziemy przez p(n, k). Zatem, p(n, k) jest
liczba wszystkich ciagdéw o wyrazach naturalnych (z1,z9, ..., xy) takich, ze

r1+x2+ -+ =n oraz w =T = 2 T1.

Wyrazy ciagéw (x1,...,x,) sa ustawione w sposéb nierosnacy. Tak to sie zwykle przyjmuje
(patrz na przyktad: [HW4], [ErV]). Przyktady:

7 = 54141, 9 = 841,
= 44241, = 7+2,
= 343+1, = 645,
= 34242 = 544,

Mamy wiec: p(7,3) =4, p(9,2) = 4. Przyjmujemy dodatkowo, ze p(n,0) = 0. Jest oczywiste,
ze p(n,1) =1 dla wszystkich n € N oraz, ze p(n, k) = 0 dla n < k. Latwo ponadto wykazaé:

7.2.1. Dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi rowno$é

p(n,2) = [Z] :

Innymi stowy, jesli n jest parzyste, to istnieje dokladnie 5 przedstawien liczby n w postaci

sumy dwdoch liczb naturalnych, a jesli n jest nieparzyste, to takich przedstawien jest dokladnie
"Tfl (przy zalozZeniu, Ze przedstawienia réznigcee sie tylko kolejnosciq wystepowania skladnikow

sq identyczne).
7.2.2. Dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi rowno$é

n*+6
p(n,3):l 1 ] ([S50] 502).

Trudniej jest podaé¢ podobne wzory dla liczb p(n,4), p(n,5) lub ogdlniej dla liczb p(n, k)
gdzie k > 4.

7.2.3. Jeslin>2 oraz1 <k <n, to

p(n, k) =pn—1,k—1)+pn—k,k).
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D. Zalézmy, ze (21, ..., xx) jest nierosnacym ciagiem liczb naturalnych takim, ze z1+---+x, = n
i spéjrzmy na ostatni wyraz x. Mozliwe sa tylko dwa nastepujace przypadki.

Przypadek 1. Zalozmy, ze xr = 1. W tym przypadku (z1,...,25—1) jest nierosnacym ciagiem z
suma réwng n—1. Wszystkich rozwazanych ciagéw (x4, ..., xg), spelniajacych ten dodatkowy warunek,
jest oczywiséie p(n — 1,k — 1).

Przypadek 2. Zatézmy, ze x; > 2. Odejmujac od wszystkich wyrazéow x1, ...,z liczbe 1, otrzy-
mujemy nierosnacy ciag liczb naturalnych
(x1—1, xo—1, ..., 2 — 1)
z suma réwna n — k. Wszystkich rozwazanych ciagéw (x1, ..., zy), spelniajacych warunek zj > 2, jest

wiec dokladnie p(n — k, k). To konczy dowdd. X

7.2.4. Dla dowolnych liczb natumlnych n = k zachodzi rownosé
k)= Zp(n —k,7).  ([Erv] 200).
D. Indukcja matematyczna ze wzgledu na k. Dla k = 1 mamy:

p(n—1,j) =p(n— 171) =1=p(n,1).

1
Jj=

Niech k > 1 i zalézmy, ze dla wszystkich n, wigkszych lub rownych k, rozpatrywana réwnos¢ zachodzi.
Wtedy dla n > k + 1 mamy:
k E+1
pn,k+1) =pn—1,k) +pn—(k+1),k+1) =Y pn—1-kj)=> pn-(k+1),]).
Jj=1 Jj=1

Wykorzystalidmy 7.2.3 oraz zalozenie indukcyjne. X

7.2.5 (Maple). Przyklady.

p(100,3) = 833, p(200,3) = 3333, p(300,3) = 7500, p(400, 3) = 13333,
p(500,3) = 20833, p(600,3) = 30000, p(700,3) = 40833, p(800,3) = 53333,
(900, 3) = 67500, p(1000, 3) = 83333, p(1100, 3) = 100833, p(1200,3) = 120000,
p(100,4) = 7153, p(200,4) = 56389, p(300,4) = 189375, p(400,4) = 447778,
p(500,4) = 873264, p(600,4) = 1507500, p(700,4) = 2392153, p(800,4) = 3568889,
p(900,4) = 5079375,  p(1000,4) = 6965278,  p(1100,4) = 9268264,  p(1200,4) = 12030000,
p(100,5) = 38225, p(200,5) = 583464, p(300,5) = 2906550, p(400,5) = 9111650,

p(500,5) = 22136264,  p(600,5) = 45751225,  p(700,5) = 84560700,  p(800,5) = 144002189,

p(900,5) = 230346525, p(1000,5) = 350697875, p(1100,5) = 512993739, p(1200,5) = 726004950.

7.2.6. Niech c(n) bedzie liczbg wszystkich moZliwych przedstawien liczby n w postaci sumy
trzech rézZnych liczb naturalnych, nie uwzgledniajgc kolejnosci wystepowania sktadnikow. Np.:

10=74+241=64+34+1=5+44+1=5+3+ 2,
czyli ¢(10) = 4. Mamy wtedy:
(1) jesli 6 | n, to c(n) jest liczbg nieparzystq;
(2) jeslin = £2 (mod 6), to c(n) jest liczbg parzystq. (IMO] Longlist 1979).

% M. Erickson, A. Vazzana, Partitions of an integer, [ErV], 186-203.
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7.3  Partycje i liczby p(n)

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
Partycjq liczby naturalnej n nazywamy kazdy rozktad liczby n na sume nierosnacych liczb

naturalnych. Dla przyktadu liczba 5

5

ma 7 partycji:

2,

441,

3+2,

3+1+1
24241,
2414141,
14+1+1+1+1.

Liczbe wszystkich partycji liczby n oznaczaé bedziemy przez p(n). Mamy wiec: p(5) = 7.

7.3.1 (Maple). Liczby p(n) dla 1 < n < 120.

1 1121 792 | 41 44583 | 61 1121505 | 81 18004327 | 101 214481126
2 2122 1002 |42 53174 |62 1300156 | 82 20506255 | 102 241265379
3 3123 1255 |43 63261 | 63 1505499 | 83 23338469 | 103 271248950
4 5124 1575 |44 75175 |64 1741630 | 84 26543660 | 104 304801365
5 7125 1958 |45 89134 | 65 2012558 | 85 30167357 | 105 342325709
6 11|26 2436 |46 105558 | 66 2323520 | 86 34262962 | 106 384276336
7 15|27 3010 | 47 124754 | 67 2679689 | 87 38887673 | 107 431149389
8 22|28 3718 | 48 147273 | 68 3087735 | 88 44108109 | 108 483502844
9 30|29 4565 |49 173525 |69 3554345 | 89 49995925 | 109 541946240
10 42|30 5604 | 50 204226 | 70 4087968 | 90 56634173 | 110 607163746
11 56 | 31 6842 | 51 239943 | 711 4697205 | 91 64112359 | 111 679903203
12 7732 8349 | 52 281589 | 72 5392783 | 92 72533807 | 112 761002156
13 101 | 33 10143 | 53 329931 | 73 6185689 | 93 82010177 | 113 851376628
14 135 | 34 12310 | 54 386155 | 74 7089500 | 94 92669720 | 114 952050665
15 176 | 35 14883 | 55 451276 | 75 8118264 | 95 104651419 | 115 1064144451
16 231|136 17977 | 56 526823 | 76 9289091 | 96 118114304 | 116 1188908248
17 297 | 37 21637 | 57 614154 | 77 10619863 | 97 133230930 | 117 1327710076
18 385 | 38 26015 | 58 715220 | 78 12132164 | 98 150198136 | 118 1482074143
19 490 | 39 31185 |59 831820 | 79 13848650 | 99 169229875 | 119 1653668665
20 627 |40 37338 | 60 966467 | 80 15796476 | 100 190569292 | 120 1844349560

7.3.2 (Maple). Liczby p(100n) dla 1 < n < 5, wraz z ich rozktadami kanonicznymi.

= 190569292 = 22.43.59-89 211,

= 3972999029388 = 22.3 331083252449,

= 9253082936723602 = 2-137-1021 33075784213,

= 6727090051741041926 = 2-23869 - 140916880718527,

= 2300165032574323995027 = 3-601-39979-31910333520971.
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7.3.3 (Maple). Liczby p(100n) dla 6 < n < 12.

458004788008144308553622,
60378285202834474611028659,
5733052172321422504456911979,
415873681190459054784114365430,
24061467864032622473692149727991,
1147240591519695580043346988281283,
46240102378152881298913555099661657.

Ustalmy terminologie i wprowadzmy pewne oznaczenia.

Zalézmy, ze n = a1 + a9 + - - - + . jest partycja liczby naturalnej n. Mamy wtedy r liczb

naturalnych aq,..

.,y takich, ze a3 2 a9 > --- > «a, > 1 oraz a1 + -+ + a, = n. Liczbe

r bedziemy w tym przypadku nazywaé dlugoscig tej partycji. Natomiast liczby naturalne

aq, ..

., o nazywaé bedziemy wyrazami tej partycji. Powyzsza partycje bedziemy réwniez
oznacza¢ w postaci skonczonego ciagu o = (ayq, .. .

, o). Czasami w tym ciagowym zapisie

opuszczaé bedziemy nawiasy i przecinki. Dotyczy¢ to bedzie gtéwnie partycji o matych wyra-
zach. Dla przyktadu partycje (5,4,2,2,1,1,1), liczby 16, oznaczaé¢ bedziemy przez 5422111.

7.3.4. Wszystkie partycje liczby 8 (jest ich 22) :

8,

g 53,
6 521,
611, 5111,

7.3.5. Wszystkie partycje liczby 9 (jest ich 30) :

8?’ 63,
i 621,
ey 6111,

5

44, 332, 2222,
431, 3311, 22211,
422, 3221, 221111,
4211, 32111, 2111111,
41111, 311111, 11111111,
333,

54, ig;’ 3321, 22221,
531, 311 33111, 222111,
522, 1991, 3222, 2211111,

5211, o111, 32211, 21111111,
1111, MLLLL 321111, 111111111.
’ 3111111,

Spojrzmy na powyzsze partycje liczby 9. Mamy tu 4 partycje dtugosci 2. Sa to: 81,72, 63
oraz 54. Tyle samo jest partycji, w ktérych liczba 2 jest najwiekszym wyrazem: 22221, 222111,
2211111 oraz 21111111. Widzimy 6 partycji o najwiekszym wyrazie rownym 4 :

441,

432,

4311, 4221, 42111, 411111.

Tyle samo (tez 6) jest partycji dtugosci 4:

6111,

5211, 4311, 4221, 3321, 3222.

Podobna sytuacja zachodzi dla partycji liczby 8. W nastepnym podrozdziale (patrz twierdze-
nie 7.5.2 ) wykazemy zZe to nie jest przypadek, ze taka wlasnosé posiadaja partycje dowolnej
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liczby naturalnej. Inne interesujace wtasnosci zbioru wszystkich partycji danej liczby n mozna
rowniez zauwazy¢ obserwujac powyzsze partycje liczb 8 1 9.

Przypomnijmy (patrz poprzedni podrozdzial), ze przez p(n, k) oznaczamy liczbe wszyst-
kich przedstawien liczby naturalnej n w postaci sumy k liczb naturalnych (przy zalozeniu, ze
przedstawienia rézniace sie tylko kolejnoscia wystepowania sktadnikéw sa identyczne). Kazde
takie k-sktadnikowe przedstawienie jest oczywiscie partycja liczby n dtugoéci k. Mamy zatem:

7.3.6. Dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi rownosc

n

p(n) =Y _p(n,k).

k=1
7.3.7. Dla ustalonej liczby naturalnej n rozpatrzmy réownanie
lxy + 229 + 323+ - - - + nx,, = n.
Réwnanie to posiada dokladnie p(n) rozwigzan w zbiorze nieujemnych liczb calkowitych.

D. Niech n = a; + as + - - - + a;, bedzie dowolng partycja liczby n. Mamy wtedy liczby naturalne
a1 = ag = -+ =, ktérych suma jest réwna n. Wszystkie te liczby naleza do zbioru {1,2,...,n}.
Oznaczmy przez x;, dla j = 1,2,...,n, liczbe tych liczb sposréd oy, ..., ax, ktére sa dokladnie réwne
j. Otrzymane liczby z1,...,z, sa calkowite, nieujemne i ponadto suma lx; 4+ 2z5 + - -- + nz, jest
réwna liczbie g +- - -+, czyli jest réwna n. Ciag (21, ..., z,) jest wiec rozwiazaniem rozpatrywanego
réwnania w zbiorze nieujemnych liczb catkowitych.

Kazdej partycji liczby n mozna w ten sposéb przyporzadkowaé¢ doktadnie jedno rozwigzanie. Za-
uwazmy, ze przyporzadkowanie to jest bijekcja. Przyporzadkowanie odwrotne okreélone jest w naste-
pujacy sposob. Niech (x4, ..., x,) bedzie dowolnym rozwiazaniem rozpatrywanego réwnania w zbiorze
nieujemnych liczb calkowitych. Mamy wtedy nierosnacy ciag

n,n nn—1n—1

PR Z I 2% PRI

n—1,...,2.2,....21,1,....1,
—_— —

Tn Tn—1 2 Z1

liczb naturalnych z suma réwna n. Mamy wiec jednoznacznie wyznaczona taka partycje liczby n, dla
ktorej przyporzadkowane w powyzszy sposéb rozwiazanie jest ciagiem (x1,...,2,). Rozpatrywane
réwnanie ma wiec doktadnie tyle rozwigzan w zbiorze nieujemnych liczb catkowitych ile jest partycji
liczby n, czyli p(n). K

W podobny sposéb wykazujemy nastepne stwierdzenie.
7.3.8. Dla ustalonych liczb naturalnych n > k rozpatrzmy réwnanie
lx1 4+ 229 + 323 + - -+ + kxp = n.

Rownanie to posiada dokladnie tyle rozwigzan w zbiorze nieujemnych liczb calkowitych ile jest
takich partycji liczby n, ktorych wszystkie wyrazy sq mniejsze lub rowne k.

Latwo sie wykazuje, ze

7.3.9. p(n+2) <p(n+1)+p(n), dilan € N. ([An-E] 19-22).
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Stad (stosujac prosta indukcje) otrzymujemy nastepujace gérne oszacowanie liczby p(n)

za pomocy liczb Fibonacciego. Przypomnijmy, ze

Uy =uz =1 0raz Upts = Unpt1 + Up.

7.3.10. Dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwno$é

p(n) < Ung1.  (AnE]22).

7.3.11. Dla danej liczby naturalnej n niech a,, oznacza sume liczb réznych wyrazéow w kazdej
partycyi liczby n. Dla przykladu, ag = 7 gdyZ liczba naturalna 4 ma doktadnie 5 partycji: 4,
31, 22, 211 ¢ 1111. Liczby réznych skladnikow w kaidej z tych partycji sq odpowiednio réwne
1,2,1,2,1. Zatem, ay =1+2+1+2+1=7. Zachodzg nastepujgce wlasnosci.

(1) an=1+p(1)+p(2)+---+pn-1).

(2) an < p(n)v/2n. (ITT] Spring 1984).

% L. E. Dickson, Partitions, [Dic2] 101-164.

H. Griffin, Partitions, [Grif] 190-195.

G. H. Hardy, E. M. Wright, Partitions, [HW4], 273-296.

P. Shiu, Computations of the partition function, [MG] 490(1997) 45-52.

J. J. Tattersall, Partitions, [Tatt] 304-325.

F. W. Wainsztein, O partycjach, [Kw] 11-12/1988 19-25.
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7.4 Partycje, granice i szeregi generujace
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

7.4.1. lim {/p(n) = 1. ([An-E] 61, [Mol2] 56).

7.4.2. lim M = 1. ([Mol2] 56).
n—ce  p(n)

7.4.3 (Euler). Dia wszystkich liczb rzeczywistych x z przedzialu (—1,1) zachodzq nastepujgce

rownosci:

00 1 o9

1) Lo =1+ 2 plg™

— x —

k=1 n=1
oo o9

2 J[a+2% =1+ cn)a"
k=1 n=1
oo 1 oo
k=1 n=1

gdzie c(n) jest liczbg tych partycji liczby n, ktérych wyrazy sq parami rézne; natomiast d(n)
jest liczbg tych partycji liczby n, ktérych wszystkie wyrazy sq liczbami nieparzystymi.

([HW4], [An-E] 47-48, [S50] 527- 528, [Mol2] 56-58 [ErV] 190).
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Powyzsze réwnosci maja sens w pierscieniu szeregéw formalnych jednej zmiennej (na
przyklad nad cialem liczb wymiernych). Podstawowe definicje i fakty dotyczace szeregbéw
formalnych znajdziemy w ostatnim rozdziale drugiego wydania ksiazki [N-5]. Udowodnimy
réwnosé (1).

Zauwazmy, najpierw ze

oo .
1—1:ck —1+xk+x2k+x3k+~-—2)<xky.
iz

Po lewej stronie réwnosci (1) wystepuje wiec nieskonczony iloczyn formalnych szeregéw

(1+x+x2+z3+...)(1+x2+x4+x6+...)(1+x3+x6+x9...)---

Ten nieskonczony iloczyn jest szeregiem formalnym postaci 1+ ba! 4 boz? + bza® + - - -, gdzie
b1,bo,- - sa pewnymi liczbami calkowitymi (a nawet naturalnymi). Kazdy wspétczynnik b,
jest liczba wszystkich rozwiazan (z1,...,x,) rownania

lx1 + 229+ -+ nx, =n

w zbiorze nieujemnych liczb catkowitych. UdowodniliSmy (patrz twierdzenie 7.3.7), ze tych
rozwiazan jest dokladnie p(n). Zatem b, = p(n) dla wszystkich n € N. W ten sposéb otrzy-
mujemy réwnos$¢ (1). Podobnie wykazuje si¢ réwnosci (2) oraz (3).

Latwo réwniez mozna udowodnié¢ nastepne dwie réwnosci.

7.4.4. ([ErV] 191-192).

k 00
1 n
1) 2] = = > p(n. k)a™,
) — T
j=1 n=k
k 1 o)
@) Il 7= = > prn.< k)",
=1+ o

gdzie - tak jak poprzednio - p(n, k) jest liczbq wszystkich partycji liczby n dlugosci k. Natomiast
p(n, < k) jest liczbg wszystkich partycji liczby n diugosei < k.

*
E. Andrews, Infinite series generating functions, [Ands], 16-32.
E. Andrews, K. Eriksson, Generating functions, [An-E] 42-54.
A. Coppel, Partitions, [Copp], 544-549.
Erickson, A. Vazzana, Partitions of an integer, [ErV], 186-203.
L. Graham, D. E. Knuth, O. Patashnik, Funkcje tworzace, |G-kp], 356-422.
MacKinnon, Partitions and the dancing bear, [MG] 74(468)(1990) 127-129.
R. A. Mollin, Partitions and generating functions, [Mol2] 55-59.
I. Niven, H. S. Zuckerman, H. L. Montgomery, Formal power series generating functions, and
Euler’s identity, [NiZM)], 452-457.
S. M. Woronin, A. G. Kulagin, O partycjach, szeregach formalnych, ..., [Kw] 5/1984 11-15, 52.
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7.5 Grafy Ferrersa i operacja sprzezenia
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Partycje przedstawia sie czesto réwniez w sposéb graficzny. Dla przykitadu ponizsze ry-
sunki przestawiaja partycje o = (6,6,4,3,3,1,1), liczby 24.

Rysunek po lewej stronie jest nazywany grafem Ferrersa ! ([Ands], [HW4], [An-E]). Nato-
miast rysunek po prawej stronie jest nazywany diagramem Younga ([An-E]). W ksiazkach i
artykutach dotyczacych partycji czeéciej wystepuja grafy Ferrersa, a o diagramach Younga
sie tylko wspomina.

Niech @ = (ai,...,qa,) bedzie partycja danej liczby n. Graf Ferrersa tej partycji ma
doktadnie r wierszy i a1 kolumn. Kolejne wiersze maja odpowiednio aj,...,q, czarnych
kropek. Zrébmy transpozycje tego grafu, tzn. zamienmy wiersze na kolumny, a kolumny
na wiersze. Otrzymamy wtedy graf Ferrersa pewnej nowej partycji tej samej liczby n. Te
nowa partycje oznaczaé¢ bedziemy przez o i nazywaé sprzezeniem partycji a. Dla przyktadu
rozpatrzmy, te¢ sama co poprzednio, partycje o = (6,6,4,3,3,1,1) liczby 24.

ZamieniliSmy wiersze na kolumny, a kolumny na wiersze. Liczba wszystkich czarnych kropek
nie ulegla zmianie. Po lewej stronie mamy graf Ferrersa partycji a = (6,6,4,3,3,1,1), a
po prawej stronie graf Ferrersa partycji sprzezonej o = (7,5,5,3,2,2). Mamy teraz dwie
partycje liczby 24. Liczby 6 i 7 zamienity sie rolami. Partycja a ma diugosé rowna 7 i jej
najwiegkszym wyrazem jest 6. W partycji a* liczba 7 jest najwigkszym wyrazem, a liczba 6
jest jej dlugodcia.

Jest jasne, ze jesli dokonamy operacji sprzezenia na partycji a*, to otrzymamy wyjsciowa
partycje a. Sprzezenie ma wiec nastepujaca wtasnosc.

7.5.1. Dla kazdej partycji o zachodzi réwnosé

o™ = a.

!Norman Ferrers (1829-1903).
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Ta oczywista wlasno$é mowi nam, ze (dla dowolnych liczb naturalnych n, k) operacja
sprzezenia jest bijekcja pomiedzy zbiorem wszystkich partycji liczby n o dlugoéci k i zbiorem
wszystkich takich partycji liczby n, ktérych najwiekszy wyraz jest réwny k. Przypomnijmy,
ze liczbe wszystkich partycji liczby n o dlugosci k oznaczamy przez p(n, k). Udowodnili$my
zatem:

7.5.2. Niech n,k bedqg liczbami naturalnymi. Wszystkich partycji liczby n o najwiekszym
wyrazie rownym k jest dokladnie tyle ile jest wszystkich partycyi liczby n o dlugoséi k; czyli
jest ich p(n, k). ((HW4] 274, [Ands] 8, [Ald], [An-E]).

Stad dalej wynika:
7.5.3. Niech n,k bedg liczbami naturalnymi. Wszystkich partycji liczby n o najwiekszym

wyrazie mniejszym niz k jest dokladnie tyle ile jest wszystkich partycji liczby n o dlugosci
mniejszej od k. ([HW4] 274).

Zanotujmy kilka przykladéw partycji i ich sprzezen.

7.5.4. (7,7,3)* = (3,3,3,2,2,2,2),
(7,6,4)* = (3,3,3,3,2,2,1),

(7,4,3,3)* = (4,4,4,2,1,1,1),

(7,5,3,2)* = (4,4,3,2,2,1,1),
(7,4,3,2,1)* = (5,4,3,2,1,1,1).

Sprzezenie zdefiniowaliSmy za pomoca grafu Ferrersa. Inne réwnowazne definicje sprzeze-
nia otrzymamy z nastepujacych stwierdzen.

7.5.5. Niech a = (o, ..., ax) bedzie partycjq liczby n. Oznaczmy przez s wyraz aq i niech
Bj, dla j =1,2,...,s, bedzie liczbqg tych wszystkich wyrazéow ax, ..., oy, ktore sq wigksze lub
rowne j. Wtedy o = (81, B2, ..., Fs).

7.5.6. Niech o = (v, ..., ax) bedzie partycja liczby n. Oznaczmy przez s wyraz oy i niech
aj, dla j = 1,2,...,s, bedzie liczbg tych wszystkich wyrazéw a, ..., a, ktére sq réwne j.
Oznaczmy ponadto:

Y1 = a1+az+az+---+ag,
Y2 = az+az+---+as,

Y3 = a3+ ---+as,

Vs = Qs

Wtedy o = (71,72, -+ -+ Ys)-
7.5.7. Niech o = (o, . .., ay) bedzie partycjq liczby n. Wtedy:

a*:(h“qh(k—U,“Jk—D,%—2%“”%—2%“q2wnﬂ,L“wl)
———

€75 Qp_1—0y Qp_9—Q)_1 a2—Q3 Q1 —a2
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Istnieja takie partycje «, dla ktoérych zachodzi réwnoéé o* = a. Méwié bedziemy, ze s to
partycje samosprzezone. Wérdéd wszystkich partycji liczby 8 (patrz 7.3.4) dwie sa samosprze-
zone: 4211 oraz 332;

W zbiorze wszystkich partycji liczby 8 istniejg réwniez dwie takie, ktérych wszystkie wyrazy
sg nieparzyste i parami rézne. Sa to partycje 71 oraz 53.

7.5.8. Niech n bedzie dowolng liczbg naturalng. Wszystkich samosprzezonych partycji liczby
n jest dokiadnie tyle ile jest partycji liczby n o wszystkich wyrazach nieparzystych i parami
roznych. ([HW4] 279, [An-E] 18).

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
7.6 Liczby partycji szczegdlnej postaci
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Udowodnilismy (patrz twierdzenie 7.5.2), wszystkich partycji liczby n o najwigkszym wy-
razie rownym k jest dokladnie tyle ile jest wszystkich partycji liczby n o dtugoséi k. Podobnego
typu sa twierdzenia 7.5.3 oraz 7.5.8. Tego rodzaju réznych twierdzen istnieje bardzo duzo.
Spojrzmy jeszcze raz na wszystkie partycje liczby 9 podane w 7.3.5. Wsréd tych partycji
istnieje 8 takich, ktorych wszystkie wyrazy sa liczbami nieparzystymi:

9, 711,531, 51111, 333, 33111, 3111111, 111111111.
Znajdziemy rowniez 8 takich partycji, ktérych wyrazy sa parami rézne:
9, 81, 72, 63, 621, 54, 531, 432.
To nie jest przypadek. Mozna udowodnic:

7.6.1 (Euler 1748). Niech n bedzie dowolng liczbg naturalng. Wszystkich partycji liczby n
o mieparzystych wyrazach jest dokiadnie tyle ile jest wszystkich partycji liczby n z parami
rozZnymi wyrazams. ([HW4] 277, [Ald], [An-E], [Mol2] 58).

D. ([ErV] 193). Przedstawimy dowdéd wykorzystujacy réwnosci szeregéw formalnych podane w
twierdzeniu 7.4.3. Przez ¢(n) oznaczamy liczbe tych partycji liczby n, ktérych wyrazy sa parami rézne;
natomiast d(n) jest liczba tych partycji liczby n, ktérych wszystkie wyrazy sa liczbami nieparzystymi.
Dodatkowo przyjmujemy, ze ¢(0) = d(0) = 1. Nalezy wykazaé, ze ¢(n) = d(n) dla wszystkich n € N.

oo . 1
2 A = )

n=0
-2 =2y (=29
(1-2)1-2%) (I-2°)1 -2 (1-2°)(1 -2
—x2 —xt — b
- ((11—33)) : g—xzi ' 8—@«3; =1+ a) 4?1 +at)
= c(n)z™

n=0
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i stad d(n) = ¢(n) dla wszystkich n € N. K

Wiérédd partycji liczby 9 istnieje doktadnie 5 takich, ktérych wszystkie wyrazy przystaja
do 1 lub 4 modulo 5 :
9, 51111, 441, 411111, 111111111.

Istnieje réwniez 5 takich partycji liczby 9, ktorych wszystkie réznice pomiedzy kolejnymi
wyrazami sg wieksze od 1 :
9, 81, 72, 63, 531

(zakladajac, ze partycja dlugosci 1 tez spelnia ten warunek). Wlasnosé ta zachodzi dla zbioru
wszystkich partycji dowolnej liczby naturalnej. Udowodnil to w roku 1894 Leonard James
Rogers oraz kilka lat pézniej, w roku 1913, udowodnit to niezaleznie Srinvasa Ramanujan.

7.6.2 (Rogers-Ramanujan). Niech n bedzie dowolng liczbg naturalng. Wszystkich partycji
liczby n o wyrazach przystajgcych do 1 lub 4 modulo 5 jest dokladnie tyle ile jest wszystkich
partycyi liczby n, ktorych wszystkie roznice pomiedzy kolejnymi wyrazami sq wicksze od 1
(zakladajge, Ze partycja dlugosci 1 tez spelnia ten warunek). ([HW4] 291, [Ald], [An-E]).

7.6.3 (Rogers-Ramanujan). Niech n bedzie dowolng liczbg naturalng. Wszystkich partycji
liczby n o wyrazach przystajgcych do 2 lub 3 modulo 5 jest dokladnie tyle ile jest wszystkich
partycyi liczby n, ktorych wszystkie wyrazy sq wieksze od 1 oraz rdoznice pomiedzy koleynyma
wyrazami sq rowniez wicksze od 1 (zakladajgc, Ze partycja diugosci 1, dla n > 2, tez spelnia
ten warunek). ((HW4] 291, [Ald]).

Wiérdd partycji liczby 9 istnieja 4 takie, ktorych wszystkie wyrazy przystaja do 2,3,6,9
lub 10 modulo 12 :
9, 63, 333, 3222.

Istnieja rowniez 4 takie partycje liczby 9, ktérych wszystkie wyrazy wystepuja doktadnie 2,
3 lub 5 razy:
333, 33111, 222111, 2211111.

W 1971 roku M. V. Subbarao udowodnil, ze tak jest zawsze.
7.6.4 (M.V. Subbarao). Niech n bedzie dowolng liczbg naturalng. Wszystkich partycji liczby

n o wyrazach przystajecych do 2,3,6,9 lub 10 modulo 12 jest dokladnie tyle ile jest wszystkich
partycyi liczby n, ktorych wszystkie wyrazy wystepujg doktadnie 2, 3 lub 5 razy.

7.6.5 (G.E. Andrews). Niech n bedzie dowolng liczbg naturalng. Wszystkich partycji liczby
n, w ktorych powtarzaé sie mogq tylko wyrazy nieparzyste jest dokladnie tyle ile jest takich
partycyi liczby n, ktorych wszystkie wyrazy sie powtarzajg co najwyzej trzy razy. ([Ands] 13).

% D. Fuks, O partycjach, tozsamosci Eulera,. .., [Kw] 8/1981 12-20.
J. M. Gandhi, On numbers related to partitions of a number, [Mon] 76(9)(1969) 1033-1036.
R. K. Guy, Two theorems of partitions, [MG] 42(340)(1958) 84-86.
I. Niven, H. S. Zuckerman, H. L. Montgomery, The partition function, [NiZM], 446-471.
G-C. Rota, The number of partitions of a set, [Mon] 71(5)(1964) 498-504.
M. V. Subbarao, On a partition theorem of MacMahon-Andrews, [Pams], 27(1971), 449-450.
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7.7 Liczby p(n) i relacja podzielnosci

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
Liczby p(2) =2, p(3) =3, p(4) =5, p(5) =7, p(6) = 11, p(13) = 101 sa pierwsze.

7.7.1 (Maple). Nastepne liczby pierwsze postaci p(n), dla n < 1000, wraz z liczbami cyfr.

n p(n) | ¢
36 17977 | 5
7 10619863 | 8
132 6620830889 | 10 - )| ¢
12; 222232323;?? 1; 925 9035096690829005915201 | 22
186 1171439692373 | 13 546 27833079238879849385687 | 23
188 1398341745571 | 13 658 8121368081058512888507057 | 25
919 10963707205259 | 14 735 | 307417131305664218954016427 | 27
9216 15985151248481 | 14 753 699659745096778286894322787 | 27
825 | 17126396715550358417594267021 | 29
302 10657331232548839 | 17
841 | 34211871031752548278772284453 | 29
360 790738119649411319 | 18 863 | 87674799670795146675673859587 | 29
417 | 18987964267331664557 | 20
440 74878248419470886233 | 20
491 | 1394313503224447816939 | 22
498 | 2058791472042884901563 | 22

Liczb pierwszych postaci p(n), gdzie n < 1000, jest dokladnie 29. Dla n < 10000 takich
liczb pierwszych jest 68. Najwigksza z nich jest liczba

p(9998) = 352583135393521079399063275831711322517296241190643014
29161749554127817510844257916651009136109253133438537,

majaca 107 cyfr. Nie znamy odpowiedzi na pytanie:

7.7.2. Czy liczb pierwszych postaci p(n) istnieje nieskonczenie wiele ?

W 1959 roku O. Kolberg udowodnil, ze wérdd liczb postaci p(n) istnieje nieskonczenie
wiele liczb parzystych i nieskoniczenie wiele liczb nieparzystych. Udowodniono wiecej:

7.7.3 (K. Ono 1996). Niech a,b bedg dowolnymi liczbami naturalnymi.
(1) Wsrad liczb p(an + b), gdzie n € N, istnieje nieskoniczenie wiele liczb parzystych.

(2) Jesli istnieje co najmniej jedna liczba nieparzysta postaci p(an + b), to takich liczb
nieparzystych istnieje nieskonczenie wiele.

Nie znamy odpowiedzi na nastepujace pytanie.
7.7.4. Czy wsrdd liczb postaci p(n) istnieje nieskoriczenie wiele liczb podzielnych przez 3 2

Wiemy natomiast, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb p(n) podzielnych przez 5. Tak samo
jest dla liczb podzielnych przez 7, 11, 13, itd. W poczatkowych latach 20 wieku Srinvasa
Ramanujan udowodil w serii prac nastepujace twierdzenie.
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7.7.5 (Ramanujan). Dla kazdej nieujemnej liczby calkowitej n zachodzqg kongruencje:

(1) p(bn+4) =0 (mod 5),

(2) p(7Tn+5)=0(mod 7),

(3) p(1ln+6) =0 (mod 11).

([HW4] 287-288, [An-E] 51-52, [Mon] 10(1997) 963-964, [Bern]).

Wszystkie wiec liczby postaci p(5n+4), gdzie n € Ny, sa podzielne przez 5. Liczby postaci
p(Tn+5) sa podzielne przez 7, a liczby p(11n+6) sa podzielne przez 11. Ramanujan udowodnit
réwniez, ze:

7.7.6. 25m 4 24 = 0 (mod 25) oraz 49n + 47 = 0 (mod 49), dla n € Ny.

Istnieje podobnego typu kongruencja dla liczby pierwszej 13.

7.7.7 (Atkin 1968). p(112-13n + 237) = 0 (mod 13) dla n € Ny.

W latach osiemdziesiatych ubieglego wieku Erdds sformutowal hipoteze, ze dla kazdej
liczby pierwszej p istnieje co najmniej jedna liczba postaci p(n) podzielna przez p. Dzisiaj
wiemy, ze hipoteza ta jest prawdziwa. W 2000 roku Ken Ono udowodnil nawet wigcej:

7.7.8 (K. Ono 2000). Dla kazdej liczby pierwszej p = 5 istnieje nieskoriczenie wiele par liczb
naturalnych (a,b) takich, ze p(an + b) =0 (mod p) dla n € N.

Wynik ten uogélnit niedawno Scott Ahlgren:

7.7.9 (S. Ahlgren). Dla kazdej liczby naturalnej m, wzglednie pierwszej z 6, istnieje nieskori-
czenie wiele par liczb naturalnych (a,b) takich, Ze

plan+b) =0 (mod m), dla neN.

Zanotujmy jeszcze dwa interesujece fakty dotyczace partycji i relacji podzielnosci.
7.7.10 (R. Timman 1946). Dla kazdej liczby naturalnej n > 2 zachodzi réwnosé
np(n) = o(n) + p(Da(n — 1) +p(2)o(n - 2) + -+ p(n — 1)o(1),
gdzie o(m) oznacza sume wszystkich naturalnych dzielnikow liczby m. ([S59] 432, [An-E] 61).

7.7.11. Liczba wszystkich rozkladow liczby naturalnej n > 3 na sume parami wzglednie
pierwszych liczb naturalnych jest podzielna przez 3. Dla n = 3 mamy trzy takie rozklady:
3=241=142=1+4+1+1. Dla n =4 mamy sze$¢ takich rozkladow: 4 =3+1=143 =
24+4141=14241=14+142=14+14+1+ 1. ([Mon] 6(2005) z.11161).

% S. Ahlgren, K. Ono, The arithmetic of partitions, [Nams| 48(9) (2001) 978-984.

A. O. L. Atkin, Proof of a conjecture of Ramanujan, Glasgow J. Math., 7(1967), 14-32.

A. O. L. Atkin, Multiplicative congruence properties and density problems for p(n), Proc. London
Mat. Soc., 18(1968), 563-576.

J. L. Drost, A shorter proof of the Ramanujan congruence modulo 5, [Mon] 10/1997 963-964.

M. D. Hirschorn, Another short proof of Ramanujan’s mod 5 partition congruence, and more,
[Mon] 106(6)(1999) 580-583.

M. D. Hirschorn, Ramanujan’s “most beautiful identity”, [Mon] 118(9)(2011) 839-845.

O. Kolberg, Note on the parity of the partition function, Math. Scand., 7(1959), 377-378.

K. Ono, The partition function in arithm. progr., Mathematische Annalen, 312(1996), 251-260.

K. Ono, Distribution of the partition function modulo m, Annals of Math., 151(2000), 293-307.
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8 Skonczone ciagi i bezwzgledna wartos¢
1 1 S

Niech n > 2 bedzie liczba naturalng i niech R™ oznacza zbiér wszystkich n-wyrazowych
ciagéw utworzonych z liczb rzeczywistych, tzn.

R" = {(xl,xg,...,xn); Tl,...,Tn € ]R}.
W tym rozdziale badaé¢ bedziemy funkcje D = D,, : R® — R", okreslong wzorem
D((xl,ajg, . ,xn)) = (|x1 —xa|, w2 —x3|, ..., |Tp_1 — zpl|, |THn — $1|>,
dla wszystkich ciagéw (x1,...,z,) € R". Zajmowaé sie bedziemy gléwnie ciagami postaci
z, D(z), D*(z), D3(z), ...,
gdzie z = (x1,...,x,) € R" i gdzie kazde D" oznacza m-krotne zlozenie funkcji D.

Sp6jrzmy na nastepujacy przyklad. Niech n = 4 i niech x = (5,4,2,1). Mamy wtedy:

r=D%%z) = (5,4,2,1),
DY(z) = (1,2,1,4),
D*(z) = (1,1,3,3),
D3(z) = (0,2,0,2),
Diz) = (2,2,2,2),
D?(z) = (0,0,0,0)

i dalej D™(x) = (0,0,0,0) dla m > 5. W tym przypadku 5 jest najmniejsza liczba naturalna
m taka, ze D" (x) jest ciagiem zerowym. Powiemy w tym przypadku, ze x = (5,4,2,1) jest
ciagiem rangi 5 i pisa¢ bedziemy: L(z) = 5.
Niech teraz n =3 iz = (1,0,0). W tym przypadku otrzymujemy nieskonczony ciag:
(1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0), ... ,

ktory sie nie stabilizuje; nie otrzymamy zerowego ciagu (0,0,0). Powiemy w tym przypadku,
ze ciag x = (1,0,0) ma nieskoniczona range.

Niech z = (z1,...,2,) € R™. Jedli istnieje takie m, ze D™ (x) jest ciagiem zerowym, to
najmniejsze takie m oznaczaé bedziemy przez L(x) i nazywaé rangg ciagu x. Jesli natomiast
takie m nie istnieje, to mowi¢ bedziemy, ze ciag r ma nieskornczong range i fakt ten zapisywaé
bedziemy jako L(z) = co. Ranga jest wigc tutaj funkcja L : R™ — Ny U {oo}.

Ktoére ciggi maja skoniczona range? Czy dla kazdej liczby naturalnej m istnieje ciag o
danej dtugosci n, posiadajacy range rownag m? Czy funkcja L, ograniczona do zbioru ciagow
o skonczonej randze, ma jakie§ gérne ograniczenie? Odpowiedzi na tego typu pytania znaj-
dziemy w tym rozdziale.

Dla n = 4 omawiane tutaj zagadnienia sa dosy¢ popularne i nosza nazwy ”the four
numbers problem” lub ”the four numbers game”. Niniejszy rozdzial zostal opracowany na
podstawie artykuléw i prac: [SalS] (strony 1—45), [Fre48], [DuM], [Magy], [Mill], [Ull], [Webb],
[Zve].
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0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
8.1 Poczatkowe informacje o funkcjach D i L

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
Niechn >2ix = (z1,...,z,) € R™.

8.1.1. L(z) =0 < z=(0,0,...,0).

8.1.2. L(z)=1 < z=(a,a,...,a), gdzie 0 #a € R.

Niech n = 4 i niech 2 = (1,29, 73,24) € R* Z definicji funkcji D latwo wynika, ze
wszystkie nastepuje czworki:

({E1,$2,$3,$4), ($2,$3,$4,.’E1>, (133,,174,1'1,(172), (x4axla$251;1)7
(24,73, 2, 71), (23,72,71,%4), (T2,71,74,73), (21,Z4,23,72),

posiadaja te sama range. Podobnie jest dla dowolnego n > 2.

8.1.3. Niech n > 2. Niech A : R" - R" ¢ BA : R"™ — R" bedq funkcjami okreslonymi
WZ0Tami

A((x1,22,... ) = (2,23, ..., Tp, T1),

A((z1,22,...,2n)) = (Tn, Tn—1,.-.,T2,21) ,

dla (x1,...,x,) € R". Wtedy, dla kazdego x € R™, zachodzg réwnosci

Bardzo tatwo wykazuje sie rOwniez nastepujacy fakt.
8.1.4. Niechn > 2, a,b € R, a # 0. Wtedy
L((x1,22,...,2y)) = L((axy + b,axe + b, ..., azx, + b)),
dla wszystkich (x1,z2,...,x,) € R™.

8.1.5. Niech n = 2 i niech x1,...,x, € Q. Istniejg wtedy takie nieujemne liczby catkowite
A1y .. 0Qp, 2€

L((ml,xg,...,xn)) = L((al,ag, ... 7an)>.

D. Niech m € N bedzie wsp6lnym mianownikiem wszystkich liczb wymiernych x4, ..., z,. Wtedy
liczby mzq, ..., mx, sa calkowite. Niech u bedzie najmniejsza z liczb maz1, ..., mz, i przyjmijmy

a1 =mz1 + [ul, ax=mzz+ul, ..., an=mz,+ |ul.

Wtedy ay, ..., a, sa nieujemnymi liczbami catkowitymii L((x1,...,2,)) = L((a1,...,a,)) (na mocy
8.1.4). X

8.1.6. Niech (x,y) € R%2. Wtedy L((z,y)) =0, 1 lub 2. Dokladniej:
L((z,y)
L((z,y)
L((z,y)

=1 <<= =y #0;

Y
)=0 < z=y=0;
)
) =2 <= z#uy.
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8.1.7. Niech (z,y,z) € R3. Wtedy L((x,y)) =0, 1 lub co. Dokladniej:

L((z,y,2) =0 <= z=y=2=0;
L((z,y,2)) =1 <= 2=y=2#0

oraz L((z,y)) = 0o w pozostalych przypadkach.

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
8.2 Cztery liczby i funkcje D, L
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

W tym podrozdziale zaktadaé¢ bedziemy, ze n = 4 i badaé¢ bedziemy rangi L((a,b,c,d)),
gdzie a, b, c,d € R. Zanotujmy najpierw nastepujaca konsekwencje faktu 8.1.3.

8.2.1. Niech A = {a,b,c,d}, gdzie a > b > ¢ > d sq liczbami rzeczywistymi. Niech M bedzie
zbiorem wszystkich rang postaci L(x), gdzie x jest czteroelementowym ciggiem o wyrazach
nalezgcych do zbioru A. Wtedy

M = {L((a,b,¢,d)), L((a,c,b,d)), L((a,b,d,0))}.

8.2.2. Wszystkie czterowyrazowe ciggi, o parami roznych wyrazach nalezgcych do zbioru
{0,1,2,3}, majqg skoriczone rangi i rangi te sq réwne 3 lub 5.

D. Z 8.2.1 wynika, ze wystarczy zbadaé¢ rangi ciaggéw 3210, 3120 i 3201. Dzialajac na te ciagi
funkcja D otrzymamy:

(0) 3210  (0) 3120  (0) 3201
(1) 1113 (1) 2123 (1) 1212
(2) 0022  (2) 1111 (2) 1111
(3) 0202  (3) 0000, (3) 0000.
(4) 2222
(5) 0000,

Tutaj (i) oznacza D'(z), gdzie x jest danym ciagiem. Wszystkie wiec rangi sa skoficzone i sa one
réwne 5 lub 3. X

8.2.3. Wszystkie czterowyrazowe ciqgi, o paramsi roznych wyrazach nalezgcych do zbioru
{0,1,4,9}, majq skoriczone rangi i rangi te sq rowne 4, 6 lub 8. ([Sals] 11).

D. Z 8.2.1 wynika, ze wystarczy zbadaé¢ rangi ciagéw 9410, 9140 i 9401. Dzialajac na te ciagi
funkcja D otrzymamy:

(0) 9410  (0) 9140  (0) 9401
(1) 5319 (1) 8349 (1) 5418
(2) 2284  (2) 5151  (2) 1373
(3) 0642  (3) 4444  (3) 2442
(4) 6222 (4) 0000,  (4) 2020
(5) 4004 (5) 2222
(6) 4040 (6)  0000.
(7) 4444

(8) 0000,

Tutaj (i) oznacza D'(z), gdzie x jest danym ciggiem. Wszystkie wiec rangi sa skoficzone i sa one
rowne 8, 4 lub 6. X
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Wykazemy teraz twierdzenie Freedmana z 1948 roku ([Fre48]) méwiace o tym, ze jesli
a,b, c,d sa liczbami catkowitymi, to ranga ciagu (a, b, ¢, d) jest skonczona. W tym celu naj-
pierw udowodnimy:

8.2.4. Jesli a, b, c,d sq liczbami calkowitymi, to wszystkie wyrazy ciggu
D*((a, b, ¢,d))
sq catkowitymsi liczbami parzystymi. ([Fre4s], [SalS]).

D. ([SalS]). Niech (a, b, ¢, d) bedzie ciagiem o wyrazach catkowitych. Rozpatrzmy reszty z dzielenia
liczb a, b, ¢, d przez 2. Mozliwych jest 16 nastepujacych ciagéw reszt:
(0,0,0,0), (0,0,0,1), (0,0,1,0), (0,0,1,1),
(0,1,0,0), (0,1,0,1), (0,1,1,0), (0,1,1,1),
(17 07 0’ 0 ) (1? 07 07 1)’ (17 07 ]‘7 0)’ (1’ 07 ]‘7 1)’
( ) )
(

N NNl

(17170’0 ) (17170’ 1)) 1717 1’0 Y (1717171 -

Analizujemy kazdy przypadek. Dla przykladu zalézmy, ze (a,b,¢,d) = (0,1,1,1) (mod 2). Wtedy:

D'((a,b,c,d)) = (1,0,0,1) (mod 2),
D*((a,b,¢,d)) = (1,0,1,0) (mod 2),
D¥((a,b,¢,d)) = (1,1,1,1) (mod ),
D*((a,b,¢c,d)) = (0,0,0,0) (mod 2)
i stad wynika, ze wszystkie wyrazy ciagu D*((a,b,c,d)) sa calkowitymi liczbami parzystymi. W ten

sam sposéb sprawdzamy wszystkie przypadki. X

8.2.5 (Freedman 1948). Kazdy czterowyrazowy cigg o wyrazach wymiernych ma skoriczong
range. ([Freds], [SalS]).

D. ([Fre48]). Niech a, b, ¢, d beda liczbami wymiernymi. Wykazemy, ze L((a, b, ¢,d)) < oco. Z faktu
8.1.5 wynika, ze wystarczy to udowodnié¢ dla nieujemnych liczb catkowitych.

Zalézmy wiec, ze a,b,c,d sa nieujemnymi liczbami calkowitymi. Niech z = (a,b,¢,d) i niech
A = max{a,b,c,d}. Jesli A = 1, to bez trudu sprawdzamy, ze L(z) < co. Zalézmy wiec, ze A > 2
oraz, ze wszystkie czterowyrazowe ciagi nieujemnych liczb catkowitych, ktorych najwickszy wyraz jest
mniejszy od A, maja skonczong range.

Jedli L(z) < 4, to nie ma czego dowodzié¢. Zalézmy, ze L(z) > 4 iniech y = D*(z) = (a1, b1, c1,d1).
Wtedy L(z) = L(y) 4+ 4. Z faktu 8.2.4 wiemy, ze wszystkie liczby a1, b1, c1,d; sa parzyste (oczywiscie

b d

sa to nieujemne liczby calkowite) i jest oczywiste, ze max{a1,b1,c1,d;} < A. Zatem %, 51, %1, 51 sa
nieujemnymi liczbami catkowitymi oraz
ai b1 C1 dl } A

Lt P P .
22’227 <4

max { B

b d
7 zatozenia indukcyjnego wynika wiec, ze ciag z = <a1 L a —1) ma skoniczong range. Ale L(z) =

2727272
L(y) (patrz 8.1.4). Zatem,
L(zx) =4+ L(y) =4+ L(z) < o0.

Teza wynika wiec na mocy indukcji. X

7 powyzszego dowodu wynika:
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8.2.6 (Freedman 1948). Niech a,b,c,d bedg nieujemnymi liczbami calkowitymi i niech A =
max{a,b,c,d}. Wtedy
L((a,b,c,d)) < 4k,

gdzie k jest najmniejszq nieujemnq liczbg calkowitq takg, ze A < 2F. ([Freas], [Sals)).

FLatwo wykaza¢ nastepujace trzy stwierdzenia.
8.2.7. Jesli a,b, c,d sqg takimi nieujemnyms liczbami calkowitymi, ze a > c > b > d, to
L((a,b,c,d)) < 4.
([SalS] 15).
8.2.8. Jesli a,b, c,d sqg takimi nieujemnymi liczbami catkowitymi, ze a > b > d > ¢, to
L((a,b,c,d)) <6.
([SalS] 16).

8.2.9. Jesli a,b,c,d sqg nieujemnymai liczbami caltkowitymi takimi, Ze a > b > ¢ > d oraz co
nagmniej dwie z tych liczb sq identyczne, to

L((a,b,c,d)) < 6.
([SalS] 17).

7 powyzszych faktéw wynika, ze jesli a, b, ¢, d sa nieujemnymi liczbami catkowitymi, to
problem dotyczacy znalezienia rangi ciagu (a, b, ¢, d) jest najbardziej skomplikowany w przy-
padku, gdy @ > b > ¢ > d. Tym przypadkiem zajmiemy sie w nastepnym podrozdziale.
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
8.3 Czteroelementowe ciggi dowolnej rangi
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

W tym podrozdziale rozpatrujemy w dalszym ciagu przypadek n = 4. Podamy pewien
algorytm na konstruowanie czteroelementowych ciagéw dowolnej (skonczonej) rangi. Przez
E oznaczaé bedziemy funkcje z R* do R* okre$long wzorem:

E((w1, 22,23, 14)) = (!:vl — x4l |x1 — 32|, |2 — 23], |T3 — :v4|),
dla (1, 29,23, 74) € R*. Dla przykladu:
B((9,6,5,2)) = (7,3,1,5).

Funkcja ta nieco rézni sie od funkcji D, ale nie ma to wplywu na badanie rangi danego
czteroelementowego ciagu. Ranga ciagu x = (x1, e, r3, r4) jest najmniejsza nieujemna liczba
catkowita m taka, ze
E™(z)=(0,0,0,0).
Niech (a, b, ¢, d) bedzie ciagiem nieujemnych liczb rzeczywistych takim, ze a > b > ¢ > d.
Moéwi¢ bedziemy, ze ciag ten jest addytywny, jesli

a=>b+c+d.
Jesli ciag = (a, b, ¢, d) jest addytywny, to ciag E(x) oczywidcie nie musi by¢ addytywny.
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Mozna jednak udowodnic¢:

8.3.1 (Freedman 1948). Niech (a,b,c,d) bedzie addytywnym ciggiem takim, Ze
azb>2c>d>0.

Wtedy:

(1) istnieje taki cigg (a’,b',d,d"), zed 20 > >d >0 oraz

d—d=a d-V=bb-=c -d=d;
(17) istnieje ponadto taki addytywny cigg (a”,b”,c”,d”), zea” 2 b > >d” >0 oraz
L((@, b7, e, d")) = L((@,V, ¢, d))

1 wtedy mamy: ((a”,b”,c”,d”)) = L((a, b, c, d)) + 1. ([Fre48], [SalS] 20).

D. ([Fre48], [SalS]). Mamy na poczatkua 2 b >c>d >0, a = b+ ¢+ d. Przyjmijmy:
ad=a b=a-b cd=a-b—c, d=0.
Wtedy ' =b+c+d, b/ =c+d,  =dorazd =01istad wynika, ze a’ > b > ¢ > d > 0 oraz
a —d=a d-b=b b-Cc=c d-d=d
Warunek (i) zostal wiec wykazany. Zauwazmy, ze
L((a', ¥, d")) = L((a,b,c,d)) + 1.
Niech § =ad' — (V' + +d'). Wtedy § = b —d, wiec § > 0. Jesli § = 0, to ciag (a’,V', ¢/, d") jest
addytywny, przyjmujemy (a”,b”,¢”,d”) = (a/,¥,¢,d’") 1 mamy warunek (7).
Zal6ézmy, ze § > 0. Niech
@ =2 48 b =2 +6, & =2 +6, & =2d +6.
Wtedy a” 20" > ¢” >d” > 01iciag (a”,0”,¢”,d”) jest addytywny, gdyz:
bV +c+d =200+ +d)+36=2(a"—8)+36=2d"+6=a".
7 faktu 8.1.4 wynika, 7e L((a”,b”,c”,d”)) - L((a’, b’,c’,d’)) = L((a,b,c,d)) + 1. K

W powyzszym dowodzie podany jest przepis na konstruowanie czteroelementowych ciagdéw
dowolnie duzej rangi. Startujemy, na przyktad, od ciagu (a,b,c,d) = (1,1,0,0). Jest to addy-
tywny ciag rangi 3. Otrzymujemy wtedy najpierw ciag (a’,b',,d") = (a,a—b,a—b—1¢,0) =
(1,0,0,0) z deltg réwna o’ — (' + ¢ +d') = 1. Nowy ciag

(a”,b", ¢, d") = (2d’ + 6,26 +6,2¢ + 6,2d + 6) = (3,1,1,1)

jest addytywny i jego ranga jest réwna 4. Powtarzajac to samo dla ciagu (3,1,1,1), otrzy-
mujemy addytywny ciag (3,2, 1,0), rangi 5. Nastepnie otrzymamy addytywny ciag (4,2,1,1)
z ranga réwna 6, itd. Spojrzmy na przyktady (Maple):
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8.3.2. ranga
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1431, 778,423, 230).

ranga

0 3 O Ot

11
12
13
14
15
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(6,3,2,
(7,4,2,
(17,9,5,3)
(20,11,6,3)
(24,13,7,4)
(57, 31,17, 9)
(68,37,20,11)
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(274,149, 81, 44)
(653, 355,193, 105)
(778,423,230, 125)
(927,504, 274, 149)
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(
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ciqyg
(5,3,2,0)

(13 7,3,3)
(15,8,5,2)
(18,10,5, 3)
(43,23,13,7)

(51,28, 15,8)
(61,33,18,10)
(145,79, 43, 23)
(173,94, 51, 28)
(206, 112,61, 33)
(491,267,145, 79)
(585,318,173, 94)
(697,379,206, 112)
(1661, 903,491, 267)
(1979, 1076, 585, 318)
(

2358,1282,697, 379).

280947697, 152748176, 83047505, 45152016),
462945298, 251698272, 136845585, 74401441),
478847889, 260344336, 141546355, 76957198),

644942899, 350648368, 190643665, 103650866
660845490, 359294432, 195344435, 106206623

(
(
(
(516743378, 280947697, 152748176, 83047505),
(
(
(
(

)
)
676748081, 367940496, 200045205, 108762380),
752539059, 409147218, 222448847, 120942994)

(Maple).
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8.3.5. Przykiady ciggéw rangi 100 :

(234756120799924099, 127634323541132545, 69393379351699393, 37728417907092161),
(386830870875735845,210315694265244898, 114346332168719585, 62168844441771362),
(400118862248148805, 217540229175172929, 118274232421057795, 64304400651918081),
(431783823692756037, 234756120799924099, 127634323541132545, 69393379351699393),
(538905620951547591, 292997064989357251, 159299284985739777, 86609270976450563),
(552193612323960551, 300221599899285282, 163227185238077987, 88744827186597282),
(565481603696373511, 307446134809213313, 167155085490416197, 90880383396744001),
(628811526585587975, 341877918058715653, 185875267730565697, 101058340796306625) (Maple).

8.3.6. Dla kazdej nieujemnej liczby catkowitej m istniejg takie nieujemne liczby catkowite
a,b,c,d, ze ranga ciggu (a,b,c,d) jest rowna m. ([Sals] 21).

D. Dla m = 0,1,2,3 mamy: 0 = L((0,0,0,0)), 1 = L((1,1,1,1)), 2 = L((1,0,1,0)), 3 =
L((1,1,0,0)). Startujac od addytywnego ciagu (1,1,0,0), otrzymujemy (na mocy twierdzenia 8.3.1)
serie ciagdéw rangi odpowiednio rownej 4, 5,6, itd. X

Rozwazmy ciag (t,) zdefiniowany rekurencyjnie w nastepujacy sposéb: to = 0, t; = 1,
to = 1 oraz
tnts = tnt2 + g1 +tn,
dla n > 0. Angielska nazwa tego ciagu: "tribonacci sequence”. Ciagiem tym zajmowalismy
sie juz w [N-7]. Spdjrzmy na jego poczatkowe wyrazy.

83.7. to = 0, tio = 149, ty = 66012,  tsp = 29249425,
o= 1, ty = 274, ty = 121415, t3; = 53798080,
ty = 1, tip = 504, tsn = 223317, ts;» = 98950096,
ts = 2, ti3 = 927, toy = 410744, ts3 = 181997601,
ty = 4, tiu = 1705, toy =  T55476,  ts4 = 334745777,
ts = T, tis = 3136, to5 = 1389537, 33 = 615693474,
ts = 13, tig = BT68, tog = 2555757,  tsg = 1132436852,
t: = 24, t; = 10609, to; = 4700770, ts; = 2082876103,
ts = 44, t5 = 19513, tg = 8646064, tss = 3831006429,
ty = 81, tig = 35800, tag = 15902501,  t39 = 7046319384,

8.3.8. 50 = 5742568741225,
tioo = 98079530178586034536500564,
taoo = 28610320653810477165032088685001500201865067503083660 (Maple).

Niech Tp = (tg, t1,to, 0) oraz

Tn = (tn7 tp—1, 7fana tn73)a

dla n > 3. Kazde takie T, jest addytywnym czterowyrazowym ciagiem nieujemnych liczb
catkowitych. Latwo sprawdzié, ze ciag ten ma nastepujace wlasnosci:

8.3.9.
(1) EXTy) = 2T5-2,

@) L(T,) =3 m ([Sals] 23).
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Korzystajac z tych wlasnosci, mozna udowodnic:
8.3.10 (W.A.Webb 1982). Niech x = (a,b,c,d) bedzie addytywnym ciggiem nieujemnych
liczb catkowitych takim, ze a > b > c > d. Wtedy

um<1+3B]

gdzie n jest najmniejszq liczbg naturalng takq, ze a < ty,. ([Webb], [SalS] 25).

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
8.4 Czteroelementowe ciggi nieskonczonej rangi
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

W poprzednim podrozdziale badaliSmy czteroelementowe ciagi liczb catkowitych. Wiemy,
na mocy twierdzenia 8.2.5, ze kazdy taki ciag ma skonczona range. Czteroelementowe ciagi
liczb wymiernych rowniez maja skonczona range. To wynika z 8.1.4 i 8.2.5.

8.4.1. (Cligg <7T,e, \/5, 0) ma skoriczong range, rowng 8. ([SalS] 26).

Istnieja jednak czteroelementowe ciagi liczb rzeczywistych posiadajace nieskonczong ran-
ge. Wszystkie takie ciagi sa opisane w ([Magy]). W tym opisie istotna role odgrywa wielomian

q(z) = 2% + 222 — 2.

8.4.2. Wielomian q(z) = x® + 222 — 2 ma dokladnie jeden pierwiastek rzeczywisty. Pier-
wiastek ten nalezy do przedziatu (0,1) ([SalS] 27).

8.4.3 (Z. Magyar 1984). Niech p bedzie jedynym pierwiastkiem rzeczywistym wielomianu
q(x) = 23 + 222 — 2 i niech

u=((1+p) (1+p)? (1+p), 1).
Wtedy L(u) = oo, tzn. cigg u ma nieskoriczong range. ([Magy], [SalS] 28).
D. Przypomnijmy, ze E : R* — R* jest okreslone wzorem
E((a,b,e.d)) = (Ja—d|, la=b], p—cl, le—d]),
dla wszystkich (a,b, c,d) € R*. Mamy zatem:
E@w) = B(1+p) (1+p)?1+p)1)
= (4P =10 +p) = (14D (140> = (L4+p), (1 +p) — 1)
= (p3 +3p% +3p,p° + 2p% + p, p? +p,p)
= p(p2 +3p+3,p*+2p+ 1,p+1,1)
= p(W+p% @ +p% A +p)1)
= pu.
(Wykorzystalismy réwnosé p3 = —2p? + 2). Stad wynika, ze dla kazdej liczby naturalnej n mamy:
E™(u) =p"u # (0,0,0,0).
Zatem L(u) = oco. K
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8.5 Ciagi n-elementowe
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W tym podrozdziale n > 2 jest liczba naturalna. Zajmowaé sie¢ bedziemy n-wyrazowymi
ciagami liczb catkowitych (lub wymiernych). Udowodnimy, ze kazdy taki ciag ma skonczona
range wtedy i tylko wtedy, gdy n jest potega dwdjki. Jest to nastepne twierdzenie Freedmana
z 1948 roku. W literaturze mozna znalezé kilka réznych dowodéw tego twierdzenia ([Fre4§],
[Mill]). Przedstawimy algebraiczny dowdd podany w 1979 roku przez Zvengrowskiego ([Zve],
patrz réwniez [SalS] 41-44).

Zakladaé bedziemy, ze D : Z'™" — Z" jest funkcja okreélong wzorem
D((al,ag, . .,an)) = (\al —agl, lag —asg|, ..., |an—1 —anl, lan — al\),

dla wszystkich ciagéw (ai,...,a,) € Z". Range ciagu a = (a1,...,a,) € Z" definiujemy
tak jak poprzednio. Jesli D™ (a) = (0,0,...,0) dla pewnej nieujemnej liczby catkowitej m,
to najmniejsze takie m oznaczamy przez L(a) i nazywamy ranga ciagu a. Jesli takie m nie
istnieje, to przyjmujemy, ze ranga jest réwna oo i fakt ten zapisujemy jako L(a) = oo.

Ustalmy pewne oznaczenia. Przez Zo oznaczamy, tak jak zwykle, zbiér liczb catkowitych
modulo 2. Jest to dwuelementowy zbiér {0,1}, ktéry jest cialem ze wzgledu na dodawanie
i mnozenie w arytmetyce modulo 2. Jesli a jest liczba calkowita, to przez r(a) oznaczaé
bedziemy reszte z dzielenia a przez 2. Mamy wiec funkcje

r:Z — Zs,
ktéra jest homomorfizmem pierscieni. Zauwazmy, ze:
8.5.1. Jesli a,b € Z, to r(la —b|) = r(a+b).

Zbiory Z" = Z X Z X --- X L oraz Z5 = Zo X Za X --- X Ly s3 pierscieniami; sa to

n n
produkty odpowiednich pierScieni. Przy pomocy homomorfizmu r : Z — Zy definiujemy
pierscieniowy homomorfizm R : Z" — Z%, przyjmujac:

R((al, az,..., an)) = (’I“(Cbl), r(ag),... ,r(an)),
dla wszystkich (aq,...,ay,) € Z". Przy takich oznaczeniach mamy:
8.5.2. Dia kazdego ciggu a = (aq,...,a,) € Z"™ zachodzg réwnosci

R(D(a)) = R((al + as,as +as,...,ap_1+ an,an + al)) = R(a) + R((ag,ag, ce,Qp, al)).

Rozwazmy jeszcze trzy nowe funkcje: 7, n oraz w. Pierwsza z nich jest homomorfizm
piersceni wielomianéw

T Z[x] — Zo[x], Zaixi — Zr(ai)xi.
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Oznaczmy prze I ideal w pierscieniu Zs[z| generowany przez wielomian z” + 1, tzn.

I=("+1)={(@" +1)g; g € Lala]}

i niech A = Zs[x]/I bedzie pierscieniem ilorazowym z naturalnym pierécieniowym homomor-
fizmem
n:Zolx] — A, ur— u+I.

Dla kazdego ciagu a = (a1, a9, ...,a,) € Z" definiujemy wielomian w(a) € Z[z], przyjmujac:
w(a) = a1z a4+ a1z + ap.

Mamy zatem funkcje w : Z" — Z[z]. Funkcja ta nie jest oczywiscie homomorfizmem pier-
Scieni, ale jest homomorfizmem grup addytywnych tych pierscieni.

Przy pomocy powyzszych funkcji definiujemy funkcje v : Z"™ — A, bedaca zlozeniem
funkcji w : Z" — Z[z], 7 : Z[z] — Zs[x] oraz n : Zo[x] — A = Zg[z]/I. Mamy wiec:

Y=norow.
Dla przyktadu, jeéli n = 5 oraz a = (3,2,7,—12,9) € Z°, to

~v(a) = (r(3)a:4 +r(2)a3 + r(7)z? + r(—12)z' + 7"(9)) + 1= (m4 +aa 1) + 7.

Funkcja v odgrywaé bedzie istotna role w dowodzie zapowiedzianego twierdzenia. Zano-
tujmy najpierw kilka wtasnosci tej funkcji.

8.5.3. Jesli a = (ay,...,a,) € Z", to nastepujgce dwa warunki sq réwnowazne.
(1) 7(a) =0.
(2) R(a) =0=(0,...,0), tzn. wszystkie liczby ay,...,a, sq¢ parzyste. ([SalS] 42).
D. (2) = (1). Zalézmy, ze R(a) = 0. Wtedy (r(a1),...,r(ay)) = (0,...,0), wiec r(a1) = r(az) =
< =r(a,) = 01istad fw(a) = r(ay)z" + r(az)z" 2 + - + r(a,) = 0. Zatem y(a) = n (fw(a)) =
n(0) =0

(1) = (2). Zalézmy, ze y(a) = 0. Wtedy
(r(al)xnfl +r(ag)z™ 2 4+ r(an)) +1

jest elementem zerowym w pierécieniu ilorazowym A = Zs[x]/I. Istnieje zatem taki wielomian g €
Zs[x], ze w pierdcieniu Zs[z] zachodzi réwnosé

r(a)z" 4 r(ag)z™ 2 + -+ r(ay) = (2" + 1)g.

Poréwnujac stopnie (przypomnijmy, ze Zs[x| jest pierScieniem bez dzielnikéw zera), otrzymujemy
r(a1) =r(ag) = --- =r(a,) = 0. Zatem R(a) = (r(a1),-..,7r(ay)) = (0,0,...,0). K

8.5.4. Jesli a = (a1, ...,a,) € Z", to w pierscieniu A = Zs[x]/I zachodzi réwnosé

1(D@)) = (e +1) - 5(a)

([SalS] 42).
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D. y(D(@) = nw(D(@) =niw( (o1 - aal.laz = agl....,lan — 1))
= n(rllar = a2)a" " 4 r(laz = as)a" 2 4 o+ 7(lan — o)
= nran +a2)a" " 4 (o + ag)a" 4 r(an +01))
ol
r((
- %@+ﬂ@hﬁ0+nOWQ®”+U)
= 7(a) +n(x)y(a)

— e+ 1)(a).

WykorzystaliSmy réwnosé n(r(al)(:c” + 1)) = 0. Ta réwnosé zachodzi, gdyz wielomian x™ + 1
nalezy do ideatu I. X

ay + az)x s (a2+a3)$n_2+~'- + (an—l—a1)>

a1z +an) +m(a1x"*1 +~~+an) +a1x"+a1>

7 powyzszej réwnosci wynika:
8.5.5. Jeslia = (ai,...,an) € Z", to dla kazdego m > 1, w pierscieniu A = Zsa[z]/I zachodzi
rownosé
y(D™(@) = n(@+1D™) - y(a).
Wykorzystamy réwniez nastepujacy, dobrze znany, fakt.
8.5.6. Jesli s > 1 jest liczbg naturalng, to w pierscieniu Zslx| zachodzi réwnosé
(x+1)°=z°+1

wtedy 1 tylko wtedy, gdy s jest potegqg dwaojki. (IN11]).

Teraz mozemy przedstawi¢ dowdd zapowiedzianego wcezesniej twierdzenia.

8.5.7 (Freedman 1948). Niech n > 2. Nastepujgce dwa warunki s¢ réwnowazne.
(a) Kazdy cigg (a1,...,a,) € Z™ ma skoriczong range.
(b) Liczba n jest potegq dwdjksi.

([Fred8], [Mill], [Zve], [SalS]).

D. ([Zve], [SalS] 42).

(b) = (a). Dowdd tej czesci bedzi podobny do, przedstawionego w tej ksiazce, dowodu twierdze-
nia 8.2.5.

Zatézmy, ze n = 2% gdzie k € N. Niech a = (a1, as,...a,) € Z". Wykazemy, ze L(a) < oco. Z
faktu 8.1.5 wynika, ze wystarczy to udowodni¢ dla nieujemnych liczb catkowitych. Zalézmy wiec, ze
ay,as, . ..,a, sa nieujemnymi liczbami calkowitymi. Niech M = max{aq,as,...,a,}. Jesli M = 0, to
oczywiscie L(a) < oo, gdyz wtedy L(a) = 0. Zalézmy wiec, ze M > 1 oraz, ze wszystkie n-wyrazowe
ciggi nieujemnych liczb catkowitych, ktorych najwigkszy wyraz jest mniejszy od M, maja skonczong
range.
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Jedli L(a) < n = 2F, to nie ma czego dowodzi¢. Zalézmy, ze L(a) > n i niech
a' = D"(a) = (a},a,...,al).

’'n

Wtedy L(a) = L(a’) + n. Wiemy (patrz 8.5.5), ze w pierScieniu A = Zs[z]/I zachodzi réwnosé
a') =7(D"(@) = n((z+1)") ().

Poniewaz n jest potega dwéjki, wiec wielomian (z + 1)™, nalezacy do Zsa[z], jest réwny z™ + 1 (patrz
8.5.6). Wielomian ten wiec nalezy do ideatu I. Zatem,

B +1)") =0

i stad y(a’) = 0. To z kolei oznacza, na mocy 8.5.3, ze wszystkie liczby af,...,a,, sa parzyste (oczy-
wiscie sg to nieujemne liczby calkowite). Jest ponadto oczywiste, ze max{a},...,al,} < M. Zatem,
ay al a
51, 52, cee 7” sg nieujemnymi liczbami calkowitymi i najwieksza z nich jest mniejsza lub réwna
M
5 czyli jest mniejsza od M. Z zatozenia indukcyjnego wynika wiec, ze ciag

- (&'1 a &n)

5 37 g

ma skonczona range. Ale L(a’) = L(b) (patrz 8.1.4). Zatem
L(a) =n+ L(a') =n+ L(b) < oo.
Teza wynika wiec na mocy indukcji.

(a) = (b). Zalézmy teraz, ze kazdy ciag (a1, ..., a,) € Z™ ma skoiczona range. Rozpatrzmy wiec,
na przyklad, ciag
e =(0,0,...,0,1).

Zauwazmy, ze y(e) = 1.
Istnieje liczba naturalna m taka, ze D™ (e) = (0,0,...,0). Wtedy 'y(Dm (e)) =0. Ale

Y(D7() = n(@+1)")2e) = n((=+ ™),

czyli w pierdcieniu A = Zs[z]/I zachodzi réwnosé n((x + 1)m) = 0. Istnieje wiec taki wielomian

g € Zs[x], ze w pierdcieniu Zs[x] zachodzi réwnosé
(z+1)" =" +1)-g.

Poniewaz pierscien Zs[x] jest dziedzina z jednoznaczno$cia rozkladu, wiec z powyzej réwnosdci wynika,
ze wielomian ™ + 1 musi by¢ postaci (z + 1)™. To natomiast jest tylko mozliwe wtedy (patrz 8.5.6),
gdy n jest potega dwdjki. X

7 twierdzen 8.5.7 i 8.1.4 wynika natychmiast nastepujace twierdzenie dla ciggdéw liczb
wymiernych.
8.5.8 (Freedman 1948). Niech n > 2. Nastepujace dwa warunki sq réwnowazne.

(a) Kazdy cigg (a1,...,an) € Q" ma skoriczong range.

(b) Liczba n jest potegq dwdjki.
([Fre4g], [Mill], [Zve], [SalS]).

% Anna Przybylska, Twierdzenie Freedmana o czterech liczbach i jego uogdlnienia, [Pmgr] 2011.
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9 Punkty kratowe
3] 3

Kazdy punkt na plaszczyznie, ktérego wspdirzedne sa liczbami catkowitymi, nazywa-
my punktem kratowym. Podobnie definiuje sie punkty kratowe w dowolnej przestrzeni R".
Moéwimy, ze punkt (z1,x9,...,x,) € R™ jest kratowy, jesli wszystkie liczby x1,...,x, sa sa
catkowite.
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
9.1 Punkty kratowe na prostych i odcinkach
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

9.1.1. Istnieje na plaszczyinie prosta, na ktorej lezy tylko jeden punkt kratowy. ([S59a] 45).

9.1.2. Zaloimy, Ze na prostej | lezy dokladnie jeden punkt kratowy. Wowczas dla kazdej
liczby rzeczywistej € > 0 istnieje punkt kratowy, ktorego odleglo$é od prostej l jest mniejsza
od €. ([Kw] 12/1974 39, [Brok]).

9.1.3. Jesli prosta ma co najmniej dwa punkty kratowe, to ma ich nieskoriczenie wiele.
(IS59a] 45, [Brok]).

9.1.4. Niech a,b € N, nwd(a,b) = 1. Zalézmy, ze punkt kratowy (xo,yo) lezy na prostej
ax + by = n.

Wtedy punkty kratowe (xo — b,yo + a) i (xo + b,yo — a) leZqg réwniez na tej prostej i sq to
punkty sqsiadujgce z punktem (xo,yo). ([DIt] 11/1999 M898).

9.1.5. Jesli na danej prostej lezy nieskoriczenie wiele punktéow kratowych, to odleglosci po-
miedzy dowolnymi sgsiednimi punktami kratowymsi tej prostej sq jednakowe.
([Kw] 12/1974 39).

9.1.6. Na plaszczyinie danych jest b punktow kratowych. Udowodnic, zZe srodek co najmniej
jednego z odcinkéw tgczgcych te punkty jest rowniez punktem kratowym.

9.1.7. Na plaszczyinie danych jest n punktow kratowych, gdzie n > 5. Udowodnié, zZe $rodki
co najmniej
(n/4)
2

odcinkow lgczqeych te punkty sq punktami kratowymi. Symbol (x) oznacza najmniejszq liczbe
catkowitq nie mniejszqg niz x. ([Min] 5(2001) 5.97).

9.1.8. Na odcinku lgczgcym punkty kratowe (a,b) i (c,d) lezy dokladnie
nwd(c —a,d —b) + 1
punktow kratowych.
9.1.9. Na odcinku w R™ lgczgcym punkty kratowe (ai,...,an) i (b1,...,by) lezy dokladnie
nwd(by —ag,...,bp —ap) + 1

punktow kratowych.

135
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000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
9.2 Wielokaty i punkty kratowe (bez pdl)
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9.2.1. Nie istnieje na plaszczyinie Zaden tréjkgt rownoramienny o wierzchotkach w punktach
kratowych i kgcie miedzy ramionams réwnym 45°. ([B-zm] 120).

9.2.2. Opisaé wszystkie trojkaty prostokgtne o wierzchotkach w punktach kratowych i prze-
crwprostokgtnej rownoleglej do osi odcietych. ([Mat] 1-2/1955 59).

R. Niech p, g beda dlugosciami rzutéw przyprostokatnych na przeciwprostokatna. Tréjkat spelnia
warunki zadania wtedy i tylko wtedy, gdy

p= kmz7 q= k‘nQ,

gdzie k,m,n e N. X

9.2.3. Nie istnieje Zaden trojkqt o wierzchotkach w punktach kratowych i nieparzystych bo-
kach. ([Mat] 5/1995 298).

9.2.4. Trojkgt o wierzcholkach w punktach kratowych, ktory ani wewngtrz, ani na brzegu nie
zawiera Zadnych innych punktow kratowych, jest tréjkgtem prostokgtnym lub rozwartokgtnym.
([Kw] 12/1974 39).

9.2.5. Dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje na plaszczyinie kwadrat zawierajgcy we-
wngtrz dokladnie n punktéow kratowych. ([S59] 462, [S59a] 41).

9.2.6. Jedynym wielokgtem foremnym o wierzcholkach w punktach kratowych jest kwadrat.
([S59a] 44, [Mat] 3/1960 181, [Kw] 7/1975 42).

9.2.7 (H. Steinhaus). Czy mozna znaleZé kwadrat o bokach calkowitych i taki punkt (na
plaszczyinie kwadratu), ktorego wszystkie cztery odleglosci od wierzcholkéw sq liczbami cal-
kowitymi? ([Mat] 5/1965 228).

U. Pytanie to bylo zadaniem 720 Konkursu Zadaniowego czasopisma [Mat] zaopatrzonym w

uwage, ze autor nie zna rozwiazania. Nikt tego zadania (w 1965 roku) nie rozwiazal. X

9.2.8. Dwa wierzchotki kwadratu sq wymierne. Wykazaé, Ze pozostale wierzcholki rowniez
s$¢ wymierne. ([Mat] 2/1979 120).

9.2.9. Jesli trzy wierzcholki rownolegloboku sq punktami kratowyms, to czwarty wierzcholek
rowniez jest punktem kratowym. ([Kw] 12/1974 40).

9.2.10. Na plaszczyznie dany jest zbior 2n punktéow (n > 2), ktdrych obie wspdlrzedne sq
liczbami calkowitymi z przedzialu [1,n]. Wykazaé, zZe pewne cztery punkty tego zbioru sq wierz-
chotkami réwnolegloboku. ([Dit] 7/2003 z.457).

9.2.11. Wierzcholtkami wypuktego n-kqta sq punkty kratowe. Jesli wewngtrz wielokgta i na
jego brzegu nie ma innych punktow kratowych, to n < 4. ([Min] 5(2001) s.97).
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9.2.12. Wierzcholkami wielokgta sqg punkty kratowe. Jesli dlugosci bokow tego wielokgta sq
liczbami catkowitymsi, to obwod tego wieokqgta jest liczbg parzystq. ([Min] 5(2001) s.100).

9.2.13. Nie istnieje lamana zamknieta o wierzchotkach w punktach kratowych posiadajgca
nieparzystq liczbe bokow tej samej diugo$ci. ([Min] 5(2001) s.101).

9.2.14. Nie istniejg takie cztery punkty w R?, ze odleglosci kaidych dwdch z nich sq niepa-
rzystymi liczbami naturalnymi. ([Putn] 1993).

9.2.15. lle punktow kratowych lezy na bokach i wewngtrz tréjkgta ograniczonego prostymi

2 1
y=3r- 5 r=10 oraz y=07?

Odp. 37. ([Kw] 5/1976 46).

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
9.3 Pola wielokatow i punkty kratowe
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9.3.1 (Twierdzenie Picka). Jesli A jest wielokgtem na plaszczyinie o wierzchotkach w punk-
tach kratowych, to

1

gdzie S jest polem wielokgta A, W jest liczbg punktéw kratowych leZgcych wewngtrz tego
wielokgta, a B jest liczbg punkow kratowych leZgcych na jego brzegu.
([Kw] 12/1974 39, [Brok], [Mat] 1/1989 15).

9.3.2. Na plaszczyinie dany jest wielokqgt o wierzchotkach w punktach kratowych. Wiadomo,
ze wewngtrz tego wielokgta lezy 7 punktow kratowych a na jego brzegu takich punktow jest 6.
ZnaleZé pole wielokgta. Odp. 9.

9.3.3. Kazdy rownoleglobok o wierzchotkach w punktach kratowych, ktéry ani wewngtrz, ani
na brzegu nie zawiera Zadnych innych punktéow kratowych, ma pole réwne 1. ([S59a] 45).

9.3.4. Podwojone pole kazdego wielokgta o wierzcholkach w punktach kratowych jest liczbg
naturalng. (Wynika z 10.7.8, [BoN]).

9.3.5. Pole dowolnego wielokgta o wierzchotkach w punktach kratowych jest mie mniejsze
niz 5. Dowéd. Wynika to z 9.3.4. ([Min] 5(2001) 5.106).

9.3.6. Dla trojkgta o wierzchotkach w punktach kratowych nastepujgce dwa warunki sg row-
nowazne.

(1) Ani wewngtrz, ani na brzegu tréjgt nie zawiera Zadnych innych (oprécz wierzholkdw)
punktow kratowych.
1
(2) Pole tego trdjkata jest réwne 7
([Kw] 12/1974 39, [Brok] 31, [Min] 5(2001) s.106).
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9.3.7. Pole tréjkgta o wierzcholkach w punktach kratowych

(070>7 (un—laun); (Un,un+1),

gdzie (uy,) jest ciggiem Fibonacciego, jest rowne % Dowdd. Jest to konsekwencja znanej réwnosci
Up—1Unt1 — u2 = (—1)""L. ([Min] 5(2001) 5.106).

9.3.8. Pole tréjkata o wierzcholkach w punktach kratowych (0,0), (a,b) i (¢,d) jest réwne
1
—|ad — be|.
2

(Patrz 10.7.6).

9.3.9. Trdjkat o wierzcholkach w punktach kratowych (0,0), (a,b) i (c,d) nie ma wewngtrz,
ani na brzegu Zadnych innych (oprécz wierzholkéw) punktéw kratowych wtedy i tylko wtedy,

gdy
lad — be| = 1.

Dowoéd. Wynika to 2 9.3.6 ¢ 9.3.8.

% Zb. Bobinski, M. Uscki, Niekonwencjonalne konstrukcje i wielokgty krat., [Min] 5(2001) 79-119.

J. Brokos, Wielokqgty foremne na plaszczyinie z kratq, [Brok] 61-65.

J. Dabrowski, Twierdzenie Picka w nauczaniu, [Mat] 1/1989 19-33.

W. Galpierin, W. Kalinnikow, Wielokqty na papierze w kratke, [Kw] 6/1978 38-41.

B. Grunbaum, G. C. Shephard, Pick’s theorem, [Mon] 100(2)(1993) 150-161.

A. A. Jegorow, Kraty i wielokqty foremne, [Kw] 12/1974 26-33.

J. Kolodziejezyk, Twierdzenie Picka, [Mat] 1/1989 15-19.

A. Kusznirenko, Punkty kratowe w wielokgtach i wielocianach, (O uogdlnieniach twierdzenia Pic-
ka), [Kw] 4/1977 13-20.

J. Trainin, An elementary proof of Pick’s theorem, [MG] 91(522)(2007) 536-540.

A. Wiechetek, O twierdzeniu Piecka raz jeszcze, [Mat] 2-3/1990 155-159.

N. B. Wasilew, O twierdzeniu Picka, [Kw] 12/1974 39-43.

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
9.4 Kotlo i punkty kratowe
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

9.4.1. Ile punktow kratowych lezy wewngtrz kola o promieniu 13/2 i srodku w punkcie (0,0)?
Odp. 137. ([Kw] 5/1976 47).

9.4.2 (H. Steinhaus). Dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje na plaszczyznie kolo zawie-
rajgce wewngtrz doktadnie n punktow kratowych. ([Mat] 4-6/1958 67, [S59] 462, [S59a] 38).

. 1
W. Srodkiem takiego kota moze by¢ punkt (\[2, §> Kazde dwa rézne punkty kratowe maja

rézne odleglosci od tego punktu. X

9.4.3. ZnaleZé wspotrzedne 0 < zg < yo < 1 srodka kola o polu 10, zawierajgcego dokladnie
10 punktow kratowych. Odp. xg =0, yo = 1/4. ([Mat] 2/1973 122).

9.4.4. Niech b(n) oznacza $rednice najwickszego kola zawierajgcego wewngtrz dokladnie n
punktéow kratowych. ZnalezZé b(n) dlan =0,1,...,5. ([Mat] 4-6/1958 68).
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0. b(0)=+2, b(1) =2, b(2) =5, b(3) =5v2/3, b(4) = +/10. Nie istnieje b(5). Najmniejsze
przesuniecie najwickszego kota zawierajacego 4 punkty kratowe spowoduje, ze do kota wpadng od razu
co najmniej trzy nowe punkty kratowe. Koto zawierajace 5 punktow kratowych ma srednice mniejsza
od V10 = b(4). (Mat] 4-6/1958 68-72). X

9.4.5. Nie istnieje Zaden taki punkt wymierny A, Ze dla kaZdej liczby naturalnej n istnieje
kolo o $rodku w punkcie A, wewngtrz ktérego lezy dokladnie n punktow kratowych. ([S59a] 40).

9.4.6. Dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje na plaszczyinie koto o srodku w punkcie
wymiernym zawierajgce wewngtrz doktadnie n punktow kratowych. (]S59a] 41).

9.4.7. Liczba punktéw kratowych leigcych w kole x? 4 y? < 12, gdzie r > 0, jest réwna

L af] —4ls2 48 [V — k],

k<s
gdzie s = r/+/2. ((Wino] 33).

9.4.8. Liczba punktéw kratowych lezgcych wewngtrz okregu x? + y? = n nie jest mniejsza od
liczby 3(n — 1)2. ([Fom] 26/64).

9.4.9. Dla dowolnej liczby naturalnej n istnieje na plaszczyinie okrgg, na ktérym lezy do-
kladnie n punktow kratowych. ([S59a] 41, [Brok] 14).

R. Jedli n = 2k 4+ 1, to wlasno$¢ te ma okrag o érodku (7 0) i promieniu % Jesli n = 2k, to
k

wlasnos¢ taka ma okrag o Srodku (%, 0) i promieniu 2 —, gdzie r = —1 X

9.4.10. Liczbg punktow kratowych lezgcych na danym okregu o $rodku w punkcie kratowym
jest podzielna przez 4. ([S59a] 44).

9.4.11. Dla dowolnej liczby maturalnej n istnieje kula posiadajgca wewngtrz dokiadnie n
punktow kratowych. ([S59a] 42, [Brok] 15).

W. Srodkiem takiej kuli moze byé¢ punkt A = (v/2,V/3, 1). Kazde dwa rézne punkty kratowe
majg rézne odlegtoéci od punktu A. X

9.4.12 (W. Mnich). Niech K oznacza zbior wszystkich punktéw plaszczyzny postaci

bv'3
(;, \2[>, gdzie a,b € Z.
Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje kolo, wewngtrz ktorego znajduje sie doktadnie n punk-
tow zbioru K. ([Mat] 3/1977 185).

9.4.13 (W. Mnich). Niech Ay, ..., A, bedg parami réznymi (niekoniecznie kratowymi) punk-
tami plaszczyzny. Wykazac, ze jesli 1 < k < n, to istnieje kolo zawierajgce w swym wnetrzu
dokladnie k sposrod danych punktow. (IDit] 12/1975).
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D. Dane punkty wyznaczaja $n(n—1) odcinkéw. Odcinki te majg $n(n—1) symetralnych. Istnieje
na plaszczyznie taki punkt X, ktéry nie nalezy do zadnej z tych symetralnych. Odlegtosci punktu X
od danych punkéw sa wiec parami rézne. Zmieniajac ewentualnie numeracje mozemy zalozyé, ze

XA < XAy << XA,.

Niech r bedzie dowolna liczba rzeczywista taka, ze X Ax < r < X Agy1. Wtedy koto o érodku w X i
promieniu r spelnia zadang wlasno$é. X
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
9.5 Punkty wymierne na okregu
000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Méwimy, ze dany punkt jest wymierny, jesli wszystkie jego wspolrzedne sa liczbami wy-
miernymi.

9.5.1. Na okregu 2% + 4% = 3 nie lezy Zaden punkt wymierny. ([S59) 48).

9.5.2. Na okregu (x —/2)% + (y —V/2)? = 4 lezy dokladnie jeden punkt wymierny. Punktem
tym jest (0,0). ([S59a] 48).

9.5.3. Na okregu 22 + (y — /2)? = 3 lezq dokladnie dwa punkty wymierne. Sq to punkty
(1,0), (—1,0). ([S59a] 48).

9.5.4. Jezeli jedna ze wspotrzednych srodka okregu na plaszczyinie jest niewymierna, to na
okregu tym lezqg co najwyzej dwa punkty wymierne. ([Dlt] 7/1976).

9.5.5. Jesli na danym okregu lezq co najmniej trzy punkty wymierne, to $rodkiem tego okregu
jest punkt wymierny i kwadrat promienia jest liczbg wymierng. ([S59a] 49).

9.5.6. Jesli dany okrgg ma co najmniej trzy punkty wymierne, to ma ich nieskoriczenie
wiele. ([S59a] 49).

9.5.7. Na okregu jednostkowym mozna znaleZé nieskorniczony zbior takich punktow, Ze odle-
glosé pomiedzy dowolnymi dwoma punktami jest liczbg wymierng. ([K-kw)).

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
9.6 Rozne fakty i zadania o punktach kratowych

000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

9.6.1 (Minkowski). Jesli centralno-symetryczna figura na plaszczyznie ma pole > 4 i zawiera
punkt kratowy (0,0), to zawiera jeszcze co najmniej jeden inny punkt kratowy. ([K-kw)).

9.6.2. Jesli f : [a,b] — R jest funkcjq ciggla, to

> Lf (k)]

a<k<b

jest liczbg punktow kratowych lezZgcych w obszarze

U%@GR%a<m<%0<y<f@ﬂ~(Wmmn



Liczby, funkcje, ... 9. Punkty kratowe 141

9.6.3. Liczba punktéow kratowych obszaru
{(z,y) €R% x>0,y >0, zy <n}

jest réwna 2 Z [n/k] — [\/ﬂ2 ([Wino] 33).
k<yv/n

9.6.4. Liczba punktow kratowych obszaru plaszczyzny ograniczonego parabolg y = x2 i prostq
y =n? jest réwna

%(4713 + 5n + 3).
(Mat] 1/1957 70).
9.6.5. lle jest takich par (m,n) liczb naturalnych, ze

49 | m?* +n® oraz m,n < 10007

Odp. £(142% — 142) + 142 = 10153. ([Mat] 1/1950 61, [GaT] 13/40).
9.6.6. Niech n € N. Ile jest par (a,b) liczb naturalnych takich, ze

Va+Vb=n?
Odp. n — 1. ([Bryn] 1.2).
9.6.7. Nie istnieje Zadna taka para (a,b) € N x N, Ze

va+ Vb= v1995.

([Bedn] 175).

9.6.8. Ile jest par (m,n) liczb naturalnych takich, ze

1
L < \/§ < ﬂ
n+1 n
oraz m,n < 1000¢ Odp. 1706. ([Fom] 20/90).

9.6.9. Ile jest par (x,y) liczb calkowitych takich, Ze

|z| + |y| < 1007
Odp. 19801. ([GaT] 15/48).
9.6.10. Jesli hiperbola ) )
r_¥
n m

gdzie m,n € N, przechodzi przez punkt kratowy, to przechodzi przez nieskonczenie wiele punk-
tow kratowych. ([Mat] 2/1994 117).

9.6.11. Jedli wierzcholki sze$cianu sq punktami kratowymi, to dlugo$¢ krawedzi tego szes-
ctanu jest liczbg naturalng. ([Mat] 5/1992 303).

% J. Brokos, Izometrie plaszczyzny zachowuwjgce zbidr wszystkich punktéw kratowych, [Brok] 39-52.
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150
10 Tréjkat
1501

Dla danego trojkata ABC, czyli trdojkata o wierzchotkach A, B i C, stosowaé bedziemy
nastepujace standardowe oznaczenia:

a,b,c = dlugosci bokéw lezacych odpowiednio naprzeciw wierzchotkéw A, B, C,
«a, (3,7 = miary katow wewnetrznych odpowiednio przy wierzchotkach A, B, C,

p = glat+b+eo),
r = promien okregu wpisanego,
R = promien okregu opisanego,
S = pole,

ha, hy, he = dlugosci wysokosci odpowiednio dla bokéw a, b, c,

Ma, My, m. = dlugosci érodkowych odpowiednio dla bokéw a, b, c,

dg,dp,d. = dlugosci dwusiecznych odpowiednio dla bokéw a, b, c,

Ug, Up, Ue = liczby odpowiednio rowne p — a,p — b,p — ¢,

Pa, Pb, Pc = Ppromienie okregéw dopisanych odpowiednio dla bokéw a, b, c.

10.0.12. Dla kazdego trojkgta zachodzg nastepujgce wielomianowe réwnosci.
(1) (z—a)(z—b)(x—c)=a>—2pz?® + (p* + > + 4Rr)x — 4Rrp.
(2) (2 —ua)(z —wp)(z — ue) = 2 — pr? + r(AR + 1)z — pr.

3 p2 +7r2+4Rr 9 2p2r 2p27“2
— x° + T — .
2R R R
(4)  (z—pa)(@—pp)(x = pc) = 2° — (AR + r)z” + p*z — p*r.

B)  (z—ha)(z—hp)(x = he) =

3 D o p2+r2+4Rr rp

(5) (x—sina)(z —sinf)(z —siny) =z — R + S22 T opa
3 r+R , pP+r?—4R?  p?— (2R+7)?
(6) (rx—cosa)(x—cosf)(x—cosy) =uz"— 77 + 1R x— iR?

Niektore z tych rownosci udowodnimy. Podamy réwniez inne tego rodzaju rownosci. Cze-
sto korzysta¢ bedziemy z nastepujacego lematu.

10.0.13. Zaiozmy, ze dana jest wielomianowa rownosé

(z —21)(x — 2)(x — 23) = 2 — ua® + vz — w,

w ktorej x jest zmienng oraz zi,z2,23,u,v,w sq liczbami. Zachodzg wowczas nastepujgce

143
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rOWN0SCi.
1 1 1 U
z1 + 22 + 23 = u, + + = —,
Z1%9 2223 Z321 w

23+ 25 + 25 = u® — 3uv + 3w,

Z122 + 2223 + 2321 = 0,
Z1R29z23 = W,

z%+z§+z§ = u? — 2,
1 1 1 Zl+22+22+2’3+23+2’1 uv — 3w

21 2 z3  w z3 z1 22 w

(21 + 2’2)(22 + 23)(2’3 + Zl) = uv — w,

| <

Pisa¢ bedziemy ”tréjkat o bokach a, b, ¢” zamiast "tréjkat o bokach dtugosci a,b,c”. To
samo dla wyskoéci, srodkowych, dwusiecznych, itp. Opuszczaé bedziemy stowa dotyczace
”dtugosci” lub "miar” gdy mowa bedzie o katach.

Pewne klasyczne fakty, ktore tu przypomnimy, nie beda mialy zadnych odnoénikéw do
zrodet i literatury. Pochodza one gléwnie ze starych zapiskéw autora z lat szkolnych i stu-
denckich.

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

10.1  Boki trojkata

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
Zanotujmy najpierw dwa podstawowe twierdzenia.

10.1.1 (Twierdzenie sinuséw). a = 2Rsina, b=2Rsinf, c¢=2Rsin~y.

10.1.2. Liczby
Uug=p—a, uy=p—>b, u,=p—c

sq odlegltosciami odpowiednio wierzchotkow A, B 1 C' od nagblizszych punktow stycznosci okre-
gu wpisanego. Zachodzg rownosci:

— o _ _ g
ua—rctgg, ub—rctgg, uc—rctg§.

D. Niech A’, B/, C’ bedg punktami stycznosci okregu wpisanego z odpowiednimi bokami tréjkata.
Oznaczmy: © = |AB'| = |AC'|, y = |BC'| = |BA'|, z = |CA'| = |CB’|. Wtedy:

r+y=c¢, y+z=a, z+x=0>b, x+y+z=2p
Stad mamy kolejno:
a+b=(x+y)+2z=c+ 2z

at+b—c (a+b+c)—2c
2 2
Zatem z = p—c i w podobny sposob otrzymujemy réwnosci x = p—a oraz y = p—>b. Stéd natychmiast

=p—c

wynikaja podane w tym twierdzeniu rownosci z cotangensami. X

Korzystajac z powyzszych dwéch twierdzen otrzymujemy:
10.1.3. Boki a,b, c sq pierwiastkami wielomianu

x5 — 2p2® + (p* 4+ 1% + 4Rr)x — 4Rrp.
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D. Z twierdzen 10.1.1 i 10.1.2 wynika, ze

2t

=2R——
“ 1+¢2

r
orazp—a= -, gdzie t = tg(a/2). Eliminujac z tych dwdch réwnosci liczbe t otrzymujemy réwnosé

a® — 2pa® + (p* +r? + 4Rr)a — 4Rrp = 0;

wiec a jest pierwiastkiem rozpatrywanego wielomianu. Podobnie postepujemy z bokami b i ¢. X

Stad juz tatwo mozna wywnioskowaé ponizsze uzyteczne twierdzenie.
10.1.4. Dla kazdego trojkgta zachodzi wielomianowa rownosc:
(x —a)(x —b)(x — ¢) = 2 — 2pa® + (p> + r* + 4Rr)z — 4Rrp.

D. Jedli liczby a, b, c sa parami rézne, to réwnosé ta wynika natychmiast z 10.1.3 i twierdzenia
Bezouta. Latwo sprwadzi¢, ze to jest rowniez prawda w przypadku gdy co najmniej dwie z liczba a, b, ¢
sg rowne. X

10.1.5. Nastepujgce rownosci wynikajg z 10.1.4 4 10.0.13.
(1) ab+bc+ca=p®+r? +4Rr,
(2) abc=4Rrp=4SR,
(3) a®+b* + 2 =2(p* —r* —4Rr),
1 1 1 p*+r*+4Rr

4) 4 4=

(4) a+b+c 4Rpr

(5) i+i+i_i
ab  be  ca 2Rr’

(6) @+ b3+ = 2p(p? — 3r2 — 6Rr), (IMC] 17(2)(2004) 5.19),
(7) (a+0b)(b+c)(c+ a) =2p(p* +r*> 4+ 2Rr),

a+b b+c c+a p*+r:-2Rr
- + = -
c a b 2Rr

N be n ca
b b+c cH+a

b
10.1.6. Jesli C:_ = p, to trojkqt jest rownoboczny. ([Crux] 2002 s.346).
a

10.1.7. a =20 <= a? = b? + be. ([OM] Czechostowacja 1972/1973).

10.1.8. Jesli a, b, c sq bokami trojkata, to istnieje trojkat o bokach

a b c
a+1 b4+1 c+1°

([OM] Czechostowacja 1971/1972).
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10.1.9. Jesli a, b, ¢ sq bokami tréjkqta, to v/a, \fb, Ve takze sg bokami tréjkqta. (ITxi] 67).

10.1.10. Niech a,b,c > 0. Jesli (a® + b+ ¢*)% > 2(a* +b* + ¢, to istnieje trdjkqt o bokach
a,b, c. ([OM] Chiny 1988).

10.1.11. Niech n > 3 oraz a1,...,an, > 0. Jeslh
(af + - +ap)® > (n—1)(af + - +ap),

to kazde trzy liczby sposrod ay, . .., ayn sq dlugosciami bokow trdjkgta. (JOM] Chiny 1988).

% Rdézne nieréwnosci dla bokéw tréjkata i rézne nieréwnoscei geometryczne znajduja sie w [N13].
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
10.2 Liczby v, =p—a,up=p—biu.=p—c
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Juz wiemy (patrz 10.1.2), ze liczby uq, up 1 u. sa odlegloSciami wierzchotkéw A, B i C' od
odpowiednich punktéw stycznosci okregu wpisanego. Spdjrzmy jeszcze raz na wielomianows
rownosé 10.1.4. Zmienng x zastapmy w tej réwnosci wielomianem p —z. Otrzymamy wowczas
nastepujace twierdzenie.

10.2.1. Dla kazZdego trojkgta zachodzi wielomianowa rownosc:
(z — ug)(z — wp)(x — ue) = 2> — pxr? + r(4R + 7)x — pri.

10.2.2. Nastepujgce rownosci wynikajg z 10.2.1 ¢ 10.0.13:

(1) ug +up+ue =p,
(2)  uqup + uple + Uctq = (AR + 1),
(3)  wqupue = pr,
(4) w24 ul+u?=p*—2r(4R+7),
1 1 1 4R+
5) —+—+—= ,
Uq, Uy Uc br
1 1 1 1
(6) = o
UgUp — UpUe  Uclg T
(7)  ug +up +uy = p(p® — 12Rr),
(8)  (ua + up)(up + ue)(uc + ua) = 4Rrp,
a b c Ug + U Up + U Ue + U 4R — 2r
(9) 7_'_74_7:@ b+b c+c a _ )
Ug Uy U Ue Uq up r
1 1 1 1
10.2.3. — + —5 + —5 = —5. ([Putn] 1966, [MOc] 2004 276).
ug up o uz T

7 faktu 10.2.1 wynika nastepujacy znany wzor na pole tréjkata.

10.2.4 (Wzér Herona). Zawsze zachodzi réwnosé pugupue = S2, tzn.

S =\/plp—a)p—b)p ).

D. Tloczyn u,upu. jest, na mocy 10.2.1, réwny pr2. Ale pr = S, wiec puqupu. = pr? = S2. K

% S. H. Kung, Another elementary proof of Heron’s formula, [MM] 65(5)(1992) 337-338.
T. Maekawa, Two intuitive proofs of Heron’s formula, [MG] 88(513)(2004) 546-548.
C. H. Raifaizen, A simpler proof of Heron’s formula, [MM] 44(1)(1971) 27-28.
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0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
10.3 Srodkowe, dwusieczne i wysokos$ci
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

10.3.1. Dla kazdego trojkgta zachodzg réownosci:

1 1 1
m2 = 1<2b2 +2¢% —d?), mi= 1(202 +2d*> - b?), m?= 1(2(12 + 2% — 2).
(Wynika to na przyktad z 10.6.1).
3
10.3.2. - < Ma + My + Me < 1. (I]MOc] 2006 7.437).

4 a+b+ec

10.3.3. Na plaszczyinie dane sq odcinki u,v,w. Jesli istnieje taki trojkgt, Ze
(ma) my, mC) = (’U,, v, ’U)),

to trojkgt ten mozna skonstruowac za pomocq cyrkla ¢ linijki. ([Bach] 20).

10.3.4. Dla kazdego trojkgta zachodzg réwnosci:
R(b+6)? = be((b+0P—a?), di(c+a)? = cal(c+a)®—b?), d2(a+b)* = ab((a+b)2—c).
(Wynika to na przyklad z 10.6.1).

10.3.5. Na plaszczyznie dane sq odcinki u,v,w. Jesli istnieje taki tréjkat, ze (dq,dp,d.) =
(u,v,w), to tréjkgta tego nie mozna w ogdlnosci skonstruowaé za pomocq cyrkla i linigki.
([Bach] 23).

10.3.6. Na plaszczyznie dany jest odcinek u bedgcy dwusieczng d, @ dane sq jeszcze dwa
odcinki v i w. Wowczas trojkat ABC mozna skonstruowaé za pomocq cyrkla i linigki (przy
zalozeniu, Ze taki tréjkat istnieje) dokladnie wtedy, gdy (u,v,w) jest jedng z nastepujgcych
11 trojek:

(daa haa CL), (da7 h’aa ma), (da7 haa T)a (da7 ha7 R)7 (daa ma7 CL),

(daa Mgq, R)) (daa a, R)a (dav b, C)a (dav b, hc) lub (dm ¢, hb),

(daa h, hc)a (daa ha, b) lub (dav ha, C)‘

Pozostate przypadki tego typu nie sqg w ogolnosci konstruowalne. ([Bach] 23).

Przypomnijmy, ze przez hg, by 1 h. oznaczamy dlugosci odpowiednich wysokosci.
10.3.7. Dla kazdego trojkgta zachodzi wielomianowa réwnosé:

2 2 2 2.2
r 4Rr 2p°r 2p°r
3 pTArT A+ 22 4 p o 4

(x = ha)(x — hp)(x — he) =2 2R R R

D. Wiadomo, ze ah, = 2S5 = 2pr, czyli a = 2pr/h,. Wystarczy zatem w réwnosci wielomianowej
10.1.4 wstawié¢ 2pr/x w miejsce z. X
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10.3.8. Nastepujgce rownosci wynikajg z 10.3.7 ¢ 10.0.13:

1
(1) ha+ hy+ he = —(p* + 72 + 4Rr),

°R
2 2
(2)  hahy+ hohe + heha = -,
2 2.2
(3)  hahphe = 21 = 282/R,
(4) k2 +hi+h?=-—((p*+7r*+4Rr)*> — 16p°Rr),
a b c AR2
1 1 1 1
(5) hfﬁ‘hfb‘f'hf:; ([Zet] 18).
1 1 1 p? + 12+ 4Rr
0 L Ay e R
2 2 2
2
() (ot ) + B (b + o) = PP
ha+hy  hy+he  het+ha p*+71*—2Rr
L A 2Rr

10.3.9. Na plaszczyznie dane sq odcinki u,v,w. Jesli istnieje taki trajkat, Ze (hq, hy, he) =
(u,v,w), to trdjkgt ten mozna skonstruowac za pomocq cyrkla i linijki. ([Bach] 20).

10.3.10. Nie istnieje trojkgt o wysokosciach 4,7,10. ([UsaT]).
10.3.11. Nie istnieje tréjkgt o wysokoSciach 2,3,6. ([B-nu] 2.17 s.70).

10.3.12. Tréjkgt o naturalnych bokach a,b,c ma jedng z wysokosci rowng sumie dwdch
pozostatych wysokosci. Wykazaé, ze a® + b + c? jest liczbg kwadratowq. ([OM] Leningrad 1991).

10.3.13. Jesli w danym trojkgcie dwie Srodkowe lub dwie wysokos$ci lub dwie dwusieczne majq
te samgqg diugosé, to trojkgt ten jest réwnoramienny.

U. Rézne interesujace dowody tego faktu przedstawil Michal Krych podczas odczytu wygloszo-
nego w 2010 roku w Bialymstoku. X
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0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
10.4 Promienie okregéw dopisanych

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

10.4.1. Dla kazdego trojkgta zachodzi wielomianowa rownosé:
(@ = pa)(x = p) (& = pe) = &° = (4R + r)a® + p°x — p°r.

10.4.2. Nastepujgce rowno$ci wynikajg z 10.4.1 ¢ 10.0.13:

(1> pa+Pb+pc:4R+r7

(2) papy + pope + pepa = P,

(3) papppe = p*r,

(4) rpapppe = p*r* = 52,

(5) p2+pp+po=(AR+1)* —2p%,
1 1 1 1

(6) — 4+ —+ — ==, (1Zet] 18),
Pa Pb Pc r

1 1 1 4R+r
(7) + =

+ - 2
PaPb PbPc PcPa p°r
(8)  p3 4 pi + p2 = 64R3 + 48R%*r + 12Rr* + 13 — 12p°R,
(9) (pa + pb)(pb + pc)(pc + pa) = 4p2R;

(10)  4R(papy + pvpe + pepa) = (Pa + pu) (P + pe)(pe + pa),
(11) PatpPo , Potpe | petpa  4R—2r

+ + =
Pc Pa Po r

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
10.5 Katy i funkcje trygonometryczne

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

10.5.1. Dla kazdego trojkgta zachodzi wielomianowa rownosc:

2,2 L AR
(x—sina)(a:—sinﬂ)(x—siny):$3_%x2+p + 7%+ ro_p

SR2 - 2R?’

D. Wiemy, na mocy twierdzenia sinuséw, ze a = 2Rsina, b = 2R sin 3, ¢ = 2R sin~y. Wstawiajac

zatem do réwnosci wielomianowej 10.1.4 wielomian 2Rz (w miejsce z) otrzymamy zadana réwnosé. X

10.5.2. Nastepujgce rownos$ci wynikajg z 10.5.1 :
(1) sina+sinf+siny = %,
p? + 12+ 4Rr

2) sinasinf +sinZsiny + sinysina = ,
(2) sinasin( + sin Fsiny 4 siny sin Ve
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S
(3) sina-sinﬁ-sinfy:%zfm’
- : : 3p* —r? — 4Rr
4 2 2 2, _op — 1 —ahr
(4) sin® o+ sin® B + sin” Ve )
(5) 1 1 1 p*+r*+4Rr
sina  sinf = siny 4rp ’
© —— L, 1 __2R
sina-sinf = sinfB-siny = sinvy-sina 7
. . . 5p? — 3r?)
7)) sin® 3 3., _ POP” —317)
(7)  sin® @ + sin” 8 + sin” < 7
p(p* +1%)

(8) (sina 4+ sinfF)(sin B+ siny)(siny + sina) = Y

sin o + sin 8 4 sin 8 + siny 4 siny +sina p?> +r? —8Rr

sin 7y sin v sin 8 4Rr ’

(10) 2Rsinasinfsiny = r(sina + sin 3 + sin ).

10.5.3. Inne réwnosci z sinusami:

1 sin & sin é sin 1 "
2

2 2 AR’
(2) sin2a+sin2( + sin 2y = 4sin asin Gsin vy,
(3) sin? % +sin? = g —1— sin? B + 2sin % sin g sin % . ([AFe]).

10.5.4. Jesli x,y, z sqg takimi dodatnimi liczbami rzeczywistymi, Ze
x2+y2+22+2xyz: 1,

1y = sin g, z = sin % ([AFe] 95).

to istnieje taki trojkgt, Ze x = sin 5 5

(1) sina +sin B+ siny < 3v/3/2.
(2) 2 <sina+sinf+sinvy, jesli trojkat jest ostrokgtny.
(3) sina+sinf+siny <1+ V2, jedli tréjkat jest rozwartokatny. (Khr2), [Khri]).

10.5.6. Nierownosci z sinusami:

b
(1) sin% < ﬁ, sing < cra’ sin% < aL—i—b’ ([AFe] 87);
@ =2 < (o= )+ sin(8 ) +sin(y - ) < 222, 0w 2001 100

3
(3) sin? % + sin? g + sin? % > 7o (1A% 96);
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(4) sinasinfGsiny < 3—\/5, ([Khr2], [Khrl]);

8
La By 1
Csin 2 sin© < <. ([AFe] 96);
(5) 51n251n2sm2\8 ([AFe] 96);

(6) + + =

1
55 7 > 12, (JOM] Korea Pd. 1994).
S b s D)

1
sin?

IS

10.5.7. Trojkgt jest rownoboczny wtedy 1 tylko wtedy, gdy

1 1 1

sn2(a2) " sn2(a2) T smitrz)

([OM] Korea Pd. 1994).

10.5.8. Dla kazdego trojkgta zachodzi wielomianowa rowno$é:

B B B _ 3 THR, p? + 1?2 — 4R? _p2—(2R+7")2
(r —cosa)(x — cosB)(x — cosvy) =x 7 + 2 x iR

D. (Szkic). Wiemy (patrz 10.1.11 10.1.2), ze p = 2R sin o +r ctg(p/2), dla kazdego ¢ € {a, 3,7}
Niech z = cos . Wtedy (dla z # 1) mamy:

- V1 — 2
sing = /1 —cos?p=+/1—22 oraz ctg(go/Q):liH;i(p: 1_;.

Dla x # 1 zachodzi wigec rownosé

1—=z

p=+y1-—22 (2R+ - >7

z ktérej otrzymujemy zadana rownosé. Przypadek x = 1 sprawdzamy oddzielnie. X

10.5.9. Nastepujgce réwnosci wynikajg z 10.5.8 ¢ 10.0.13:

R
(1) cosa + cos 3+ cosy = %, (Twierdzenie Carnota, [Mat] 2/2005 13-15)
2 4,2 _ 4R2
COS (¥ COs J + €cos 5 cosy + cosycos o = T—,
2 6+ cos L
2 2
p”— (2R +r)
3 £ ATl
(3) cosacosfcosy AR? ,
2 2 _ .2
+4Rr +6R*—p
4 2 2 2, _ "
(4) cos®a + cos®  + cos”y SR ,
5) LS S S p®+r? —4R?
cosa  cosf3  cosy (r+2R+p)(—r—2R+p)’
1 1 1 4(r+ R)R
(6) + + = ( )

cosacos3  cosfcosy cosycosa (r+2R+p)(—r—2R+p)’
3 4+ 6Rr? + 12R?*r + 4R3 — 3pr?
4R3 ’
r(p® + 1%+ 2Rr)
4R3

(7)  cos®a + cos® B+ cos® y =

(8) (cosa+ cos3)(cos B+ cosy)(cosy+ cosa) =
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10.5.10. Inne rownosci z cosinusami.

(1) p=4Rcos % cos 5 cos l, ([AFe] 101).

2 2 2
b
(2) acosa+bcosf+ ccosy = E, ([AFe] 99).
2R?
(3) cos2a+ cos2f3+ cos2y = —1 — 4dcosacos 3 cosy, ([AFe] 97).
(4)  cos? a4 cos? B + cos?y =1 — 2cos acos 3cosy, ([OM] Bulgaria 1973, [OM] Korea 1994).
(5) sin® o+ sin? B +sin?y = 2 4+ 2cos avcos B cos 7y, ([AFe] 97).
(6) cosa+cosf3+ cosy=1+4sin % sin g sin %, ([AFe] 101).
(7)  cos®a + cos® 4 cos®y + 2cosacos fcosy = 1, ([AFe] 97).

10.5.11. Jesli x,y, z s¢ dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, Ze
22+ + 2% 4 2xyz = 1,
to istnieje taki trojkgt, Ze x = cosa, y = cosfB, z = cos~y. ([AFe] 97).
10.5.12. Trojkgt jest prostokgtny wtedy i tylko wtedy, gdy
cos(2a) + cos(2f3) + cos(2y) = —1.
([OM] NRD 1974, [Pa03] s.15).

10.5.13. Trojkqt jest rownoramienny wtedy i tylko wtedy, gdy

at+b+ec

acosa+bcos3+ ccosy = 5

([AF¢] 109).

10.5.14. Nierownoéci z cosinusami.

3

(1) 1< cosa+cosf+cosy < 2 ([Crux] 2001 45-47).
9

(2) cos? % + cos? g + cos? % < T ([AFe] 96).

(3) cosacosFcosy < 1/2, (Khr2], [Khrl]).

(4) cos « cos 3 cos v < ([OM] Czechostowacja 1968, [Pa03] s.19).

§7

3V3

(5) cos % coS g cos% < \8[’ ([AFe] 96).
1 1 8

Z ;

sina  sinf8 = 34 2cosvy

([OM] Macedonia 1999).

10.5.15. Dla kazdego trojkgta zachodzqg nastepujgce wielomianowe réwnosci.

(o - te(a/2) (o~ (5/2) (o - te(1/2)) =o* - et = L,
(v — cta(a/2) (z - cta(5/2)) (= - ctg(r/2)) = 2° — L + ﬁx £
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7 powyzszych rownosci wynikajg nastepujace rownosci dotyczace tangenséw i cotangen-
SOW.

10.5.16.

o r—+ 4R
(1) tg- +tgﬂ+tg1 P

2 2

g g +tg tg—

£
&3 2875

(6]
(2) tg 5t 5 +tg

(0]
3) tg—t
(3) g5te

Y Y 1,
2 2
Bigd T
2897

« 23 97 16R? + 8Rr + 12 — 2p?
— +tg?s +tgis =
g T8y Ty 2 ’
64R3 + 48R?*r + 12Rr? + 3 — 12p°R
(5) tedL +g®D 1 g3l = e e s
2 2 2 P

(6) (tg%+tg§)(tg§+tg%)(‘cg%—I—tg%) :45,

(4) tg?

tgg+tg  tgf tted teFttes 4R—2r
tg 3 tg g tgg r

10.5.17.

o B TP
— foctgt fotge ==
(1) ctgg +ctgg +ctgg =,

I6] ~y r+ 4R

(2) ct 2etg + ct ﬂct +etgLetgs =
g2 g2 g2 g2 g2 g2 P

a B v p
tg—ctgoctgL = =
(3) ctggctesctey o

25 p2 — 8Rr — 2r2
ctg =
2 2 r2

2
30 _ p(p® —12Rr)
t - - 0000000007
g ¢ g's 2 3 ’

(4) ctg?— —l— ctg

2

ctg @ + ctg
5)  ctg® 5

o B B Y y ay  4pR
(6) (ctey +ctey)(ctey +cteg ) (ctey +etgg ) = 5,
ctgg + Ctgg ctgg +ctgd ctgd +ctgg AR -—2r

ctgd ctgy ctgy T

o g gl a B 7

tg— tg— tg— = ctg—ctg—ctg—.

(8) ctg +cte +ctgy = ctgoctgctgg
10.5.18. Niech z,y,z € R. Jesli xy + yz + zx = 1, to istniejq takie liczby rzeczywiste o, B 1

v, e+ B +v=m oraz

—
oQ
@

o Y
x:tgg, Yy = z:tg§.

([Ko02]).
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10.5.19. Jesli tréjkqt jest ostrokgtny, to
tga+tg B+ tgy = tgatg ftgy.

10.5.20. Niech «, 3,7 bedq takimi dodatnimi liczbami rzeczywistymi, Ze o + B < 7 oraz
v < w. Wtedy nastepujgce dwa zdania s¢ réwnowazne.

(1) a+B+vy=m.
(2) ctg(a)etg(B) + ctg(B)ctg(y) + ctg(y)ctg(a) = 1. ([Mon] 2/2005 140).

105.21. “7C¢ 1o C B0 Y el 108
521 o = g g o (AR 108).

10.5.22. Jesli trojkqgt jest ostrokginy, to
tg atg Btgy > 3v/3.
([AFe] 94).

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
10.6 Odlegtosci punktu od wierzchotkow
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

10.6.1 (Stewart). Jesli punkt D lezy na boku AB tréjkgta ABC, to
|CD|*-|AB| = |BC|? - |AD| + |AC|? - |DB| — |AB| - |AD| - |DB].
([Hada] II1.3, [Pa03] s.227).

10.6.2. Niech ABC bedzie trojkgtem o polu réwnym 1 i niech P bedzie punktem wewne-
trznym lub brzegowym tego tréjkgta. Wiedy

|PA| + |PB| + |PC| > 2V/3.
([Mon] 111(8)(2004) z.10965).
10.6.3 (Twierdzenie Carnota). W kazdym tréjkqcie
OM,+ OMy+OM.=R+r,

gdzie O jest $rodkiem okregu opisanego, My, My, M. sq sSrodkami bokdw. ([Mat] 2/2005, 13-15).

U. Trygonometryczna wersja tego twierdzenia:

r
cosa + cos 3 4 cosy = 1—|—E.

Klasyczne twierdzenie cosinusow nazywane jest réwniez twierdzeniem Carnota. X

% P. Kubit, Twierdzenie Carnota, [Mat] 2/2005 13-15.
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10.7 Pole tréjkata

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
Istnieja rézne wzory na pole trojkata. W ponizszym zestawie tych wzoréw oznaczenia sa
takie jak na poczatku tego rozdzialu. Przypomnijmy, Ze pole tréjkata oznaczamy przez S.

10.7.1. Zachodzq nastgpujqce rOWNOSCI.
1 1

(1) S= aha = bhb = §chc.
(2) S=pr.
. L. :
(3) S= iabsmf)f = §bcs1na = 5ca sin 3.

4 S= %, (10.1.5).

(5) S = \/p(p — CL) (p — b) (p — C), (Wzér Herona, 10.2.4).

(6) S= %\/(CLQ + 02+ ¢2)2 — 2(a* + b* + ¢*), ([Bach] 19).
Rhuhyhe
2

(8) S=\/Tpapbpec, (1042).
9) S =1Vpapy + pope + pepa; (10.4.2).
(10) S =2R?*sina-sinf3-sinvy, (10.5.2).

—~~
-3
N—
nn
I

, (10.3.8).

10.7.2. Niech S bedzie polem trojkgta o bokach a,b, c i niech T bedzie polem tréjkgta o bokach
a+b,b+cic+a. Wtedy
T > 45.

Rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a = b = c. (JOM] Czechy-Stowacja 2002).

2) 2 2 2
10.7.3. >+ 0+ > 435 + (z LA S i - xy&),
rT+y+z T Y z

dla dowolnych dodatnich liczb x,y, z. (C. Pohoata, [Mon] 8/2011 748-749).

10.7.4. a® + b+ 2 > 4V3S. (R. Weitzenbisck 1919; wynika z 10.7.3 dla z — y — ).

10.7.5. a2+ + 2 >4V3S+ (a—b)*+ (b—c)® + (¢ —a)’.

(P. von Finstler, H. Hadwiger 1937; wynika z 10.7.3 dla x = a,y = b,z = ¢).

% P. von Finsler, H. Hadwiger, Finige Relationen im Dreieck, Comentarii Mathematici Helvetici,
10(1937) 316-326. )
R. Weitzenbock, Uber eine Ungleichung in der Dreieckgeometrie, [MatZ] 5(1919) 137-146.
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10.7.6. Pole trojkgta na plaszczyénie R?, o wierzchotkach (z1,y1), (2,92) i (w3,y3) jest
rowne

TR 1
5’ za y2 1]
r3 ysz 1

10.7.7. Méwimy, ze punkt (a,b) € R? jest wymierny, jesli liczby a i b sg wymierne. Pole
trojkata na plaszczyinie R?, o wierzcholkach w punktach wymiernych jest liczbg wymierng.
(Wynika z 10.7.6).

10.7.8. Podwojone pole tréjkata, na plaszczyinie R?, o wierzchotkach w punktach calkowitych
(tzn. kratowych) jest liczbg naturalng. (Wynika z 10.7.6).

10.7.9. Niech n > 3. Czy istnieje na plaszczyinie n parami roznych takich punktow, Ze
odlegtosé pomiedzy dowolnymi dwoma jest liczbg niewymierng, a pole dowolnego trojkgta o
wierzchotkach w danych punktach jest liczbg wymierng ¢ ([Dlt] 4/2004 M1057).

D. Takie punkty istnieja. Niech A; = (i, i) dlai = 1,2, ..., n. Wéwczas kazda odleglosé d(A;, A;),

gdzie ¢ < j, jest rowna

(G —)V1+ (@ +75)%
czyli jest liczba niewymierna. Natomiast pole kazdego trdjkata, o wierzchotkach w tych punktach, jest
liczba wymierna (patrz 10.7.7). Pole tréjkata o wierzcholkach A;, A;, Ay jest w tym przypadku réwne

Sl =)~ Bk~ ). ®

10.7.10. Pole tréjkqta w przestrzeni R3, o wierzchotkach (x1,y1, 21), (x2,y2, 22) i (23,93, 23),
jest rowne

-y

10.7.11. Pole trojkgta w R3, o wierzchotkach w punktach wymiernych nie musi byé liczbg
wymierng. Na przyklad pole trdjkata o wierzcholkach (0,0,0),(1,1,1) i (1,1,2) jest réwne
3V2
5V 2.

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
10.8 Trdojkaty Herona
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Trojkgt Herona, to taki tréjkat, ktorego pole oraz dtugosci wszystkich bokéw sa liczbami
wymiernymi. Tego rodzaju tréjkaty nazywane sa réwniez tréjkatami wymiernymi ([Dic2]
191).

2 2 2

21 — 23 T1— X3
Z9 —Z3 X2 — I3

r1—T3 Y1—Y3
T2 — X3 Y2 — Y3

Y —Ys 21— %23
Y2 — Y3 22 — Z3

10.8.1 (Heron). Pole tréjkgta o bokach (13,14,15) jest réwne 84. ([Dic2] 191).

10.8.2. Pole trdjkata (3,4,5) jest rowne 6. Kazdy trojkqt pitagorejski jest trojkgtem Herona.
Pole trojkgta pitagorejskiego jest zawsze liczbg naturalng podzielng przez 6.
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10.8.3. Niech d bedzie dodatnig liczbg wymierng. Nastepujgce warunki sq rownowazne.

(a) Istnieje trdjkat prostokatny o wymiernych bokach i polu d.

(b) Istniejq trzy takie liczby wymierne a,b, c, ze a®,b?, c? jest postepem arytmetycznym o
roznicy d.

(c) Istniejg punkty wymierne na krzywej

y? =23 — &

rézne od (0,0) i (£d,0).
([K-ks] 20, E05/02 10).

U. Wynika to z elementarnych faktéw o krzywych eliptycznych (patrz, na przyktad, [N-9]). Stad
wynika np., ze nie ma tréjkata prostokatnego o wymiernych bokach i polu réownym 1. X

10.8.4. Czy z tego, Ze istnieje trojkgt o wymiernych bokach i wymiernym polu d wynika, Ze
istnieje trojkgt prostokgtny o wymiernych bokach i polu d ¢

10.8.5. Jedli istnieje tréjkgt o wymiernych bokach i polu réwnym danej liczbie d (nieko-
niecznie wymiernej), to takich tréjkatéw istnieje nieskoriczenie wiele. ([K-ks] 12, E05/02 16).

10.8.6 (Wolstenholme 1870). Jesli a jest dodatnig liczbg wymierng i

_a(3a® — 16)

p— L2 T )
2(16 4 3a?)’

to trogkat (a — b, a,a+0b) jest wymierny i jego pole wynosi a+ 2b. Boki i pole tworzq wiec cigg
arytmetyczny. ([Dic2] 196).

10.8.7 (Rath 1874). Przyklady trdjkgtow Herona z bokami tworzgcymi ciggi arytmetyczne:
(3,4,5), (13,14,15), (15,26,37), (15,28,41), (25,38,51), (61,74,87).
([Dic2] 196).
10.8.8. Przykiady trojketow Herona, ktorych boki sq kolejnymi liczbami naturalnymai:
(3,4,5), (13,14,15), (51,52,53), (193,194,195), (723,724,725), (2701,2702,2703).
Pola sq odpowiednio rowne: 6, 84, 2370, 16 296, 226 974, 3161 340.

10.8.9. Istnieje nieskonczenie wiele trojkgtow Herona, ktorych diugosci bokow sq kolejnymsi
liczbami naturalnymi i pole jest liczbg naturalng. ([Mon] 24(1917) 295, [S50] 259-261).

D. Sposéb 1. (]MM] 52(1)(1979) 53). Pole tréjkata o bokach a — 1, a, a+1 jest, na mocy wzoru

Herona, réwne

Z 3(a2 — 4).
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Rozpatrzmy ciag (a,) okreslony nastepujaco:

ay = 14, an+1:ai—2 dla n>1.

1
Wykazemy, ze dla kazdego n liczba b,, = Z\/?)(a% — 4) jest naturalna. Dla n = 1 mamy:

1
b= V3 192=6.

Niechn >11i zalozmy7 ze b, € N. Wtedy:

b1 = \/ az . — \/ \/3 (a2 —4a2) = % 3(anr — 4) = anbp,

a wiec wtedy b,,41 jest réwniez liczba naturalna. Kazde wiec b, jest (na mocy indukgji) liczba natural-
na. Pole kazdego tréjkata o bokach a,, — 1, a,, a, + 1 jest zatem liczba naturalng i takich tréjkatéw
mamy nieskonczenie wiele.

Sposéb II. ([Mon] 24(6)(1917) 295). Niech
co=2, cp=4 oraz cpt2 =4cpy1 —Cpn
dla n > 0. Latwo sprawdzi¢, ze kazdy tréjkat o bokach ¢, — 1, ¢, ¢, + 1 spelnia zadane warunki. X

Za pomocg rozwigzan réwnania Pella
2?2 -3yt =1

mozna opisaé wszystkie tréjkaty Herona z kolejnymi liczbami naturalnymi. W [N14] znaj-
dziemy dowdd nastepujacego twierdzenia.

10.8.10. Diugoséci a < b < ¢, bokow triojkgta, sqg kolejnymi liczbami naturalnymi i pole jest
liczbg naturalng wtedy 1 tylko wtedy, gdy

a=2x—1, b=2zx, c=2zx+1,
gdzie x jest liczbg naturalng sdpetniajgcqg rownosé
z? — 3y2 =1

dla pewnego naturalnego y. Wtedy pole jest rowne 3xy. ([S50] 259-261).

10.8.11. Niech a < b < ¢ bedg bokami trojkgta Herona. Je$li wszystkie liczby a,b,c sq
potegami liczb pierwszych, to

(a,b,¢) = (3,4,5) b (a,b,c)= (4(1«11,1 - 1),Fn,Fn),
dla pewnego n > 1, gdzie F, = 2% +1 jest liczbg pierwszq Fermata. ([Mon] 1/2003 46-49).

10.8.12. Niech p > 3 bedzie liczbg pierwszq. Istnieje trojkat o naturalnych bokach, natural-
nym polu i obwodzie rownym 4p wtedy @ tylko wtedy, gdy

p=1 (mod8) b p=3 (mod8).

Taki trojkat istnieje wtedy dokladnie jeden i jego boki sq postaci

p. p+a®, 2p-—a’

([Crux] 1999 s.185).
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10.8.13. Jesli obwdd trojkgta o catkowitych bokach jest liczbg nieparzystg, to jego pole jest
liczbg niewymierng. ([Mat] z.1459).

10.8.14. Mowi¢ bedziemy, ze trojkgt T jest specjalnym tréjkatem Herona jesli jego boki sq
wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi oraz pole jest kwadratowq liczbg naturalng.

(1) Trojket T = (9,10,17) jest specjalnym tréjkgtem Herona. Jego pole jest réwne 36.

2) Trojgkat pitagorejski nie jest specjalnym tréojkgtem Herona.

4)  Niech ap = 20n* +4n2 +1, b, = 8n® —4n* —2n%2 +1, ¢, = 8n8 +8n* +10n2, gdzie
n € N. Wtedy trdjkat (an, by, cy) jest specjalnym trdjkgtem Herona o polu réwnym

(2)
(3) Istnieje nieskoriczenie wiele specjalnych tréjkgtow Herona.
(4)

2
(2n)(2n? - 1)(2n* + 1))
(5) Niech a1 =9, ans1 = (2an, —1)* dla n € N. Wtedy
(an+1, (an, — Dant1 + 1, anans1 — 1)

jest specjalnym tréjkatem Herona o polu rownym liczbie kwadratowej an11an(2a, — 2).

(6) Trajkaty (3,25,26) i (9,10,17) sq specjalnymi tréjkgtami Herona o tym samym polu
rownym 36.

(7)  Trojkaty
(113,3137,3150), (800,1241,2009), (245,1443,1448)

sq specjalnymi tréjkgtami Herona o tym samym polu réwnym 4202,

([Mon] 98(8)(1991) 772-774 7.6628).

* A. Bényi, A Heron-type formula for the triangle, [MG] 87(509)(2003) 324-326.
Ch. J. Bradley, Heron triangles and touching circles, [MG] 87(508)(2003) 36-41.
L. E. Ellis, Heron triangles, [MG] 506(2002) 307-310.
N. J. Fine, On rational triangles, [Mon] 83(1976) 517-521.
R. K. Guy, Triangles with integer edges, medians and area, [Gy04] 290-293.
J. H. Jordan, R. Walch, R. J. Wisner, Triangles with integer sides, [Mon] 1979 686-689.
F. Luca, Fermat primes and Heron triangles with prime power sides, [Mon] 1/2003 46-49.
D. W. Mitchell, Heron triangles with /B = 2/ A, [MG] 91(521)(2007) 326-328.
J. Sandor, On Heron triangles III, [Sand] 42-52.
K. R. S. Sastry, A Heron difference, [Crux] 2001 22-26.
K. R. S. Sastry, If (a,b,c) is Heron, can (s —a,s — b, s — ¢) also be Heron?, [Crux] 2002 23-27.
G. Wain, W. W. Wilson, 13,14, 14: an investigation, [MG] 71(455)(1987) 32-37.
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10.9 Robzne fakty i zadania o tréojkatach
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

10.9.1. Kazdy trojkqt mozna rozcigcé na tréjkgty rownoramienne. ([B-nu] z.45 s.73).

10.9.2 (Twierdzenie Napoleona). Jesli na bokach dowolnego trdjkqta zbudujemy tréjkqty
rownoboczne, to srodki tych trojkgtow tworzg trojket rownoboczny. (IDlt] 6/2004, 6-7).

10.9.3. W trojkgcie rownobocznym o boku 4 umieszczono 17 punktow. Wykazaé, Ze odlegtosé
pewnych dwdch punktow jest < 1. ([Trad] 6).

10.9.4. W trojkgcie rownobocznym o boku 10 umieszczono 101 punktow. Wykazaé, zZe odle-
glosé pewnych dwoch punktow jest < 1. ([StaZ] 6).

10.9.5 (van Aubel). Punkty Ay, B1,C} lezg odpowiednio na bokach CB, AC i AB trdjkqta
ABC'. Jesli proste AA1, BBy i CCy przecinajg sie w jednym wspolnym punkcie P, to

AP _ACi | AB
PA1 - ClB Blc '

([Pa03] s.224).

% S. J. Bilchev, About an unexpected transition from algebra to geometry, [MC] 17(2)(2004) 17-27.

Zb. Blajerski, Twierdzenie Napoleona, [D1t] 6/2004 6-7.

J. Sandor, Artkuly o geometrii tréjkata w [Sand] 9-55.

J. Sandor, Geometric inequalities (Hungarian), Ed. Dacia 1988.

S. Simons, Some features of the general Fermat point, [MG] 87(509)(2003) 324-326. Dany jest
tréjkat o wierzchotkach A, B, C. Punktem Fermata tego tréjkata nazywa sie taki punkt F' plaszczyzny,
ze suma odlegltosci AF + BF + CF jest najmniejsza.
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11.1 Punkty i proste na ptaszczyznie
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11.1.1. Na plaszczyznie danych jest 4000 punktow, z ktorych Zadne trzy nie lezg na jednej
prostej. Wykazaé, Ze istnieje co najmniej 1000 parami roztgcznych czworokgtow o wierzchol-
kach w tych punktach. ([DyM] 23).

11.1.2. Na plaszczyznie danych jest 100 punktow, ktorych zadne trzy nie lezg na jednej
prostej. Rozpatrzmy wszystkie mozliwe trojkgty o wierzcholkach w tych punktach. Wykazad,
ze co najwyzej 10% trojkgtéw jest ostrokginych. ([Kw) 2/1971 55,63).

11.1.3. Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano jednym z dwoch koloréw: czerwonym lub nie-
bieskim. Wykazad, ze istniejg dwa punkty tego samego koloru odlegle o 1. ([StaZ] 20).

D. Rozpatrzmy wiecholki tréjkata réwnobocznego o boku 1. Istnieja dwa wierzcholki tego samego
koloru. X

11.1.4. Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano jednym z dwoch koloréw: czerwonym lub nie-
bieskim, przy czym istniejg punkty roznych koloréw. Wykazac, Ze istniejg dwa punkty roznych
kolorow odlegle o 1. ([Staz] 21).

11.1.5. Kazdy punkt plaszczyzny pomalowano jednym z trzech kolorow: czerwonym, niebies-
kim lub zielonym. Wykazac, zZe istniejg dwa punkty tego samego koloru odlegle o 1. ([Staz] 22).

11.1.6. Na plaszczyinie zaznaczono 2n punktéow; n niebieskich i n czarnych, przy czym
zadne trzy punkty nie lezZg na jednej prostej. Wykazac, Ze istnieje n paramsi nie przecinajgcych
sie odcinkow, ktorych koncami sq punkty o réznych kolorach.

(IKw] 8/1975 51, [Mat] 2/1995 119, [DIt] 8/1996).

D. (Z. Bobinski). Niech {A;,...,A,} i {Bi,...,B,} beda zbiorami odpowiednio punktéw nie-

bieskich i czarnych. Nalezy wykazaé, ze istnieje permutacja o zbioru {1,2,...,n} taka, ze zadne dwa
odcinki, sposréd odcinkéw Ay Bg(1y, - - -, AnBg(n), nie przecinaja sie.
Oznaczmy przez Sy, zbiér wszystkich permutacji zbioru {1,...,n} i rozwazmy funkcje f : S, — R

okreslona wzorem
flo) = |AiBy)l.
i=1

Funkcja ta przyjmuje oczywiscie tylko skonczong liczbe wartosci. Niech 7 bedzie taka permutacja
(nalezaca do Sy,), ze liczba f(7) jest najmniejsza. Wykazemy, ze odcinki A1B(1),..., AnBr) nie
przecinaja sie.

Przypuéémy, ze wéréd powyzszych odcinkéw sa dwa odcinki A, By, AyBr(q), gdzie p # g, ktére
sie¢ przecinaja; niech X bedzie ich punktem przeciecia. Niech o € S,, bedzie permutacja taka, ze

o(r(p)) =7(q), o(r(q) =7(p), o(r())) =7() dla i#p,i#q.
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Mamy wéwczas:

|APBUT(p)| + |AqBaT(q)| = ‘APBT(q)l + |AthaU(p)|
|Ap X | + | X By (| + [A X[+ |XB
= |ApBrp)| + [AgBr(g)l-

A

)]

(WykorzystaliSmy tu zalozenie, ze zadne trzy punkty nie leza na jednej prostej). Stad wynika, ze
f(oT) < f(7) wbrew temu, ze liczba f(7) jest minimalna. X

11.1.7. Na plaszczyinie dany jest nieskonczony zbior M o tej wlasnosci, Ze odleglosé po-
miedzy dowolnymi dwoma jego punktami jest liczbg catkowitq. Wykazaé, Ze zbior M lezy na
jednej prostej. ([Dlt] 2/1985).

11.1.8 (Graham, Rotschild, Strauss). ([Mon] 81(1)(1974))

(1) Na plaszezyénie R? nigdy nie znajdziemy 4 punktéw, ktérych wszystkie mozliwe od-
legtosci sq calkowitymi liczbami nieparzystyma. ([Mon] 81(1)(1974)), [Crux] 1999 s.2)

(2) W przestrzeni R™ istniejg n+ 2 punkty takie, ze odleglo$ci pomiedzy kazdymi dwoma
sq calkowitymi liczbami nieparzystymi <= 16 | n + 2. ([Mon] 81(1)(1974)).

11.1.9. Dane sq na plaszczyznie dwa punkty A i B oraz liczba rzeczywista c. Wowcezas zbior
wszystkich takich punktéow P tej plaszczyzny, Ze

AP? — BP?> =¢

jest prostq prostopadlg do odcinka AB. Jesli ¢ = 0, to prostq tg jest symetralna odcinka AB.
([GuW] s.35).

11.1.10. Dane sq na plaszczyinie punkty A1, ..., An, liczby rzeczywiste A1, ..., A\, oraz licz-
ba rzeczywista c. Rozwazmy zbior M wszystkich takich punktow P tej plaszczyzny, Ze

MALP? + M\ AgP? + -+ N\ A, P? = c.

(1) Jesli My + -+ Ay # 0, to M jest okregiem, punktem lub zbiorem pustym.
(2) Jesli \1+---+ A, =0, to M jest prostq, plaszczyzng lub zbiorem pustym. ([GuW] s.35).

11.1.11. Na plaszczyénie danych jest 7 prostych. Wykazaé, zZe co najmniej dwie z nich
tworzq kgt < 26°. ([Kw] 7/1971 21, [G-if] 211).

11.1.12. Na plaszczyinie danych jest 12 prostych. Wykazaé, Ze co najmniej dwie z nich
tworzq kgt < 16°. ([Trad)).

11.1.13. Nie mozna umiesci¢ na plaszczyinie 7 prostych © 7 punktow tak, aby przez kazdy
punkt przechodzily dokladnie trzy proste i na kazdej prostej lezaly dokladnie trzy punkty.
([Kw] 6/1971 37).



Funkcje, liczby, ... 11. Zagadnienia geometryczne 163

11.1.14. Niech A bedzie zbiorem 50 odcinkow leZgcych na prostej. Wykazaé, Ze co najmniej
jedno z nastepujgcych dwdéch stwierdzen jest prawdziwe:

(1) istnieje 8 odcinkéw nalezZgcych do zbioru A posiadajgcych punkt wspélny;

(2) istnieje 8 parami rozlgcznych odcinkdéw nalezgcych do zbioru A. ([Kw] 3/1973 39).

11.1.15. Niech A bedzie skoniczonym zbiorem odcinkow leZgcych na prostej. Niech M bedzie
najmniejszq liczbg naturalng takq, Ze istnieje na prostej M punktow o tej wlasnosci, Ze kazdy
odcinek ze zbioru A posiada co najmniej jeden z tych punktéw. Niech m bedzie najwickszq
liczbg parami roztgeznych odcinkéw naleZgcych do zbioru A. Wiedy M = m. ([Kw] 3/1973 39).

11.1.16. Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje prosta majgca dokladnie n punktow wspol-
nych z sinusoidg. ([Mat] 4/1989 251).

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
11.2  Podzial ptaszczyzny i przestrzeni
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11.2.1. Danych jest na plaszczyinie n prostych. Proste te mogq dzieli¢ plaszczyzne na co
najwyzej 1 + %n(n + 1) czesci. (Mat] 4/1949 52).

11.2.2. Danych jest na plaszczyinie n prostych. Jesli proste te znajdujg sie w ogélnym po-
loZeniu (tj. Zadne dwie nie sqg réwnolegle i Zadne trzy nie przecinajq sie w jednym punkcie),
to dzielg plaszyzne na dokladnie 1+ %n(n + 1) czesci. ([Ko9s] 1.4.3).

11.2.3. Danych jest w przestrzeni n plaszczyzn. Plaszczyzny te mogq dzielié przestrzen na
co najwyzej %(n?’ +5n + 6) czesci. (Mat] 5/1949 51).

11.2.4. Na plaszczyznie danych jest n > 2 punktow. Przez kaZde dwa sposrod nich pro-
wadzimy prostq i rozwazamy punkty przeciecia wszystkich tych prostych. Niech c¢(n) ozna-
cza najwiekszq liczbe otrzymanych w ten sposéb punktow przeciecia. Wtedy ¢(3) = 3 oraz
c(n) =n+3(}), dlan > 4. (Mat] 4/1963 174).

11.2.5. Plaszczyzna pozbawiona jednego punktu nie jest sumgq rozigeznych prostych.
(ID1t] 6/1975).

11.2.6. Plaszczyzna pozbawiona przeliczalnego zbioru punktow nie jest sumq rozigcznych
prostych. ([Dlt] 6/1975).

D. Wynika, to z faktu, ze rozlaczne proste na plaszczyznie sg réwnolegle. X

11.2.7. Czy przestrzen trojwymiarowa pozbawiona jednego punktu moze byé sumq rozlgcz-
nych prostych? ([Dlt] 6/1975).

U. Redakcja Delty (patrz 6/1975 str. 7) nie zna odpowiedzi na to pytanie. X
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11.3 Konstrukcje geometryczne
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11.3.1. Za pomocg jednej linijki skonstruowaé styczng do okregu. ([K-kw]).

11.3.2. Na plaszczyinie dane sq¢ punkt A i okrgg. Skostruowac prostq przechodzqcq przez
punkt A, na ktorej okrgg wyznacza cieciwe o danej diugosci d. ([Guw] s.22).

11.3.3. Skonstruowac okrgg o danym promieniu styczny do danej prostej i danego okregu.
([GuW] s.25).

% A. D. Bendukidze, Zloty podzial, [Kw] 8/1973 22-27.

E. Berger, Prosty przyrzqd do podzialu kqta na trzy réwne czesci, [Mat] 4(1953) 15-16.

A. L. Brudno, Wokdél cyrkla, (o twierdzeniu Maskeroniego), [Kw] 10/1974 1-9.

M. Brynski, Siedemnastokqt foremny, [DIt] 1/1989 6-7.

M. Erickson, A. Vazzana, Construction of the regular 17-gon, [ErV] 92-97.

D. B. Fuks, Konstrukcje jednym cyrklem, [Kw] 6/1987 34-37.

B. Gleichgewicht, Kwadratura kola, [Mat] 3/1960 138-140.

J. Gérnicki, Linijka, cyrkiel i przyblizone rozwigzania wielkich problemdw, [DIt] 1/1987.

M. Kotlarek, O pewnej przyblizonej metodzie podzialu kgta . .., [Mat] 4(1953) 16-17.

Yu. Michejev, Jedng linijkq, [Kw] 10/1980 26-29.

D. Miklaszewski, Cyrkiel, linijka i Australia, o siedmiokacie foremnym, [Dlt] 3/1996 17.

W. D. Nilmie, Cyrklem i linijkq, [Kw] 6/1975 2-9.

V. V. Prasolov, Construction of a regular 17-gon, [Pras| 15-17.

A. Sawin, Cyrlkem i linijkq, [Kw] 5/1981 34-36.

W. Sierpinski, O podziale kqta na trzy réwne czesci ..., [Mat] 4(1953) 14-15.
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11.4 Prostokaty i kwadraty
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11.4.1. W prostokgcie 3 X 4 zaznaczono 6 punktow. Wykazaé, zZe istniejg dwa punkty o
odleglodci < /5. ([G-if] 211, [WaJ] 324(82)).

11.4.2. W kwadracie 1 x 1 danych jest 101 punktow. Wykazaé, zZe istniejg trzy punkty
tworzgce trojkgt o polu < 0,01. ([Kw] 7/1971 19, [G-if] 212).

11.4.3. W kwadracie 1 x 1 znajdugje sie 51 punktow. Wykazaé, Ze istniejq trzy punkty, ktore
znajdujg sie wewngtrz okregu o promieniu % ([Kw] 7/1971 21, [Fom] 20/1964).

R. Dzielimy kwadrat na 25 kwadracikéw o boku % Co najmniej jeden z tych kwadracikéw zawiera
trzy dane punkty. Taki kwadracik mozna pokry¢ kotem o promieniu % X

11.4.4. Wewngtrz kwadratu o boku 1 znajduje sie kilka okregow, ktérych suma obwodow
wynosi 10. Wykazaé, ze istnieje prosta przecinajgca co najmniej 4 z tych okregow.
([Kw] 2/1971 26 M21).

11.4.5. Dana jest pewna liczba kwadratow o lgcznym polu rownym 1. Wykazaé, Ze kwadraty
te mozna umiesci¢ (bez nakladania sie) w kwadracie o polu 2. ([Kw] 4/1973 35).
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11.4.6. Jesli kwadrat mozna podzieli¢ na n kwadratow, to n jest dowolng liczbg naturalng
rozng od 2, 3 1 5. ([Ivan]).

11.4.7. Jesli prostokgt mozna podzieli¢ na przystajgce trojkaty, to trojkgty te sq prostokgtne
1 ich liczba jest parzysta. ([Kw] 10/1972 28).

11.4.8. Jesli kwadrat mozna podzieli¢c na n trojkgtow o rownych polach, to n jest liczbg
parzystq. ([Kw) 2/1979 26).

11.4.9. Jesli prostokqt mozna podzieli¢ na kwadraty, to mozna go podzieli¢ na rowne kwa-
draty. ([K-kw)).

11.4.10. Prostokgta 55 x 39 nie mozna podzieli¢ na prostokgty o wymiarach 5 x 11.
([OM] Leningrad 1990).

11.4.11. Wewngtrz kwadratu o boku 1 znajduje sie n? punktéw. Wykazaé, Ze istnieje tamana
zawierajgcea te punkty, ktorej dlugosé jest mniejsza od 2n. ([Kw] 1/1979 30).

11.4.12. Srodki bokdéw kwadratéw polaczono z wszystkimi wierzcholkami. Powstale odcinki
utworzyly o$miokgt foremny. Jaki jest stosunek pola tego o$§miokgta do pola catego kwadratu?
Odp. 1/6. ([Kw] 3/2003 29-30).

11.4.13. Wewngtrz kwadratu znajduje sie n parami roztgeznych kol. Czy mozna podzieli¢
ten kwadrat na wielokqgty wypukie tak, aby kazdy z tych wielokgtow zawieral dokladnie jedno
koto? Odp. Tak mozna zawsze zrobié. (JGuW] s.59).

* A. J. W. Duijvestijn, P. J. Federico, P. Leeuw, Compound perf. squares, [Mon] 89(1)(1982) 15-32.
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11.5 Czworokaty
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11.5.1 (Nieréwno$é Ptolemeusza). W kazdym czworokgcie wypuklym ABCD zachodzi nie-
rownosc

AC-BC < AB-CD+ BC - AD.

11.5.2 (Twierdzenie Ptolemeusza). Czworokqt wypukly ABC D mozna wpisaé w okrgg wte-
dy 1 tylko wtedy, gdy
AC-BC=AB-CD+ BC - AD.
11.5.3. Jesli w czworokgcie wypukiym ABCD przekgtne sq prostopadle, to
AB* 4+ DC? = AD? + BC*.

([GuW] s.37).

11.5.4. Srodki kwadratéw zbudowanych (zewnetrznie lub wewnetrznie) na bokach czworokgta
tworzg kwadrat wtedy © tylko wtedy, gdy czworokgt jest rownoleglobokiem. ([DIt] 6/2004, 6-7).
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11.5.5. Jesli a, b, c,d sq diugosciami bokow czworokgta, to istnieje czworokgt o bokach diu-
gosci
Va Vb Ve Vd
d+va A4V A4V 4 Vd

(M. Klamkin, [Crux] 2001 s.76, jest to szczegblny przypadek faktu 11.7.7).

% D. Loeffler, An extension of Ptolemy’s theorem, [Crux] 2001 326-327.
H. Pawlowski, O pewnej charakteryzacji réwnolegloboku, [Mat] 5/1994 286-288.
H. Pawlowski, Twierdzenie Ptolemeusza, twierdzenie Carnota i ciekawostka, [Dlt] 1/1995 1-4.
S. Shirali, On the generalized Ptolemey theorem, [Crux] 1996 49-53.
M. Swierczek, Zastosowania twierdzenia Ptolemeusza, [Mat] 4(2003) 228-231.
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11.6 Wielokaty wypukle
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11.6.1. W kazdym n-kqcie wypuklym (dla n > 4) Srednia arytmetyczna diugosci bokéw jest
mniejsza od sredniej arytmetycznej dlugosci przekginych. (JOM] Moskwa 1987, [Pa03] 5.93).

11.6.2. Liczba punktéw przeciecia przekgtnych n-kqta wypukiego (dla n > 4) nie przekracza

liczby
(n) _n(n—1)(n—2)(n -3

4 24

1 jest rowna tej liczbie, gdy wszystkie punkty przeciecia sg rozne. (|Dlt] 6/1987).

11.6.3. Kazdy wielokqt wypukty o polu 1 jest zawarty w pewnym réwnolegloboku o polu 2.
([Balk] 1993, [Pa03] 5.1988).

11.6.4. Niech Py, ..., P, bedqg wierzchotkami n-kgta foremnego. Jesli punkt A lezy na okregu
opisanym na tym n-kqcie, to

AP? + AP + -+ AP2 =2nr%, AP} + APy +--- + AP} = 6nr?,

gdzie r jest promieniem okregu opisanego. Powyzsze liczby nie zalezq od wyboru punktu A.
([Crux] 1997 5.348).

11.6.5. Istnieje wypukly 1980-kqt, ktorego boki majg diugosci 1,2,3,...,1980 ¢ wszystkie
kgty sq rowne. Istnieje rowniez taki 1981-kqt. ([Musz] 2.365).

% S. B. Gaszkov, Nierdwnosci dla pdl i obwodéw wielokgtéw wypuklych, [Kw] 10/1985 15-19.
F. Q. Gouvea, Newton Polygons, [Gouv] 215-236.
A. Kusznirenko, Punkty kratowe w wielokgtach i wieloscianach, [Kw] 4/1977 13-20.
A. Kusznirenko, Wielokgty Newtona, [Kw] 6/1977 19-24.
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11.7 Roézne wielokaty
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11.7.1. KazZde dwa wierzcholki szesciokgta foremnego polgczono odcinkiem zielonym lub
czerwonym. Wuykaz, zZe zostal narysowany co najmniej jeden tréjkqt o bokach tego samego
koloru.

([StaZ] 9, [Trad] 17).

11.7.2. Wierzchotki siedmiokgta foremnego pomalowano jednym z dwdch kolorow: czerwo-
nym lub niebieskim. Wykazac, ze istnieje trojkgt rownoramienny o wierzchotkach tego samego
koloru. Uwaga. Takiej wlasno$ci nie ma o$miokqt foremny. ([StaZ] 23).

11.7.3. Kazde dwa wierzchotki 17-kqta foremnego polgczono odcinkiem zielonym, niebieskim
lub czerwonym. Wykaz, Ze zostal narysowany co najmniej jeden trojkgt o bokach tego samego
koloru. ([StaZ)] 10, [Trad]).

11.7.4. W wierzcholkach 65-kgta wypukiego napisano réine liczby naturalne mniejsze od
1978. Wykazad, Ze istniejg dwie przekgtne, dla ktorych réznice liczb napisanych w koncach
przekgtnych sqg rowne. ([Mat] 1/1978 42).

11.7.5. Na plaszczyinie znajduje sie skoniczona liczba wielokgtow. Kazde dwa wielokgty majq
punkt wspolny. Wykazad, Ze istnieje prosta posiadajgca punkt wspolny z kazdym wielokgtem.
([Kw] 4/1976 32, [Dlt] 9/1985).

11.7.6. Niech by,...,b, (gdzie n > 3) bedq dodatnimi liczbami. Istnieje n-kat o bokach
bi,...,bp, < dla kazdego i € {1,...,n} suma

> b
J#1
jest ostro wieksza od b;. ([Piel] z.28).

11.7.7. Niech f : [0,00) — [0,00) bedzie niemalejgcq funkcjq wkleslq takq, ze f(0) = 0. Jesli
istnieje n-kat o bokach ai, ..., a,, to istnieje n-kat o bokach f(ai),..., f(ay). ([Crux] 2001 5.76).

11.7.8. Niech by, ..., by, (gdzie n > 3) bedg dodatnimi liczbami. Jesli istnieje n-kat o bokach
b1, ..., by, to istnieje n-kqt wpisany w okrgg o takich bokach (w zadanej kolejnosci). ([Piel] 2.30).

11.7.9. Dany jest n-kqt wpisany w okrgg. Z ustalonego wierzchotka tego n-kgta prowadzimy

wszystkie przekgtne dzielge go na n—2 trojkgtow. W kazdy z tych trojkgtéow wpisujemy okrag.
Wtedy suma promieni tych okregow jest stala (tzn. nie zalezy od wybranego wierzcholka).
([Mat] 2/2005, 13-15).

11.7.10. W kazdym wielokgcie (niekoniecznie wypuklym) istniejg dwa takie boki a i b, Ze

a
{b} = 1. ([OM] Rosja 1996).
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D. (Dla tréjkata). Zaltézmy, ze a < b < ¢ sa bokami tréjkata i przypusémy, ze teza nie jest prawdziwa.

Wtedy
{b} > 2 oraz [g} > 2.

a

b b
zyli 2 < [(J < o wiec 2a < b ezyli a < b/2. Podobnie

c c
2<[F] <3,
b b
wiec 2b < ¢ czyli b < ¢/2. Mamy wtedy a < b/2 < ¢/4. Zatem,
+b< L + L._3 <
a Sgetge=ge<q

i wobec tego mamy sprzeczno$é: a + b < c. Analogicznie dowodzimy dla dowolnego wielokata. X

* L. M. Lopowok, Wielokaty pétforemne, [Kw]| 3/1971 25-29.

T. Zukowski, Twierdzenie Cevy dla wielokgtéw, [D1t] 5(1999) 11-13.
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11.8 Wielosciany wypuktle
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W kazdym wieloscianie przez S, K oraz W oznaczamy odpowiednio liczbe Scian, liczbe
krawedzi oraz liczbe wierzchotkéw tego wieloscianu. Na przyktad dla szeScianu mamy: S = 6,
K =12 oraz W =8, a dla czworoécianu: S =4, K = 6 oraz W = 4.

11.8.1 (Wzér Eulera). W kazdym wieloScianie wypuklym zachodzi réwnosé

S—K+W=2].

Dow6d wzoru Eulera mozna znalezé w réznych ksiazkach (na przyktad w: [CouR], [KrPS],
[Als]).
11.8.2. W kazdym wieloscianie wypukliym zachodzg nastepujgce nierownosci:

(1) S>4, K>6, W>4;

(2) 3W < 2K, 35 <2K;

(3) W<25—-4, S<2W —4.

D. Nieréwnosci (1) sa oczywiste. Nier6wnosé 3W < 2K wynika z tego, ze w kazdym wierzchotku
spotykaja sie co najmniej trzy krawedzie i kazda krawedz taczy dwa wierzcholki. Nieréwnosé 35 < 2K
wynika z tego, ze kazda Sciana ma co najmniej trzy boki i kazda krawedz jest wspolnym bokiem dwdéch
Scian. Nieréwnosci (3) wynikaja z nieréwnosci (2) oraz wzoru Eulera:

3W < 2K =2(S+ W —2) =25 +2W —4

istad W <25 — 4. W ten sam sposéb otrzymujemy nieréwnosé S < 2W — 4. X

11.8.3. Czy istnieje taki wieloscian wypukly, ktory ma dokladnie 10 $cian i 20 wierzchot-
kow ?
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D. Takiego wielo$cianu wypuklego nie ma. Przypusémy, ze jest. Wtedy S = 10, W = 20 i wtedy
W > 25 — 4. Jest to sprzeczne z nieréwnoécig 11.8.2(3). X

11.8.4. Nie ma takiego wielo$cianu wypukiego, w ktérym wszystkie $ciany sq szeSciokgtami.
([Mat] 2/1996 z.1350, [KrPS] s.111).

D. Przypu$émy, ze taki wieloScian wypukly istnieje. Wtedy 65 = 2k, czyli K = 35 oraz W <
25 — 4 < 25 (patrz 11.8.2(3)). Korzystamy ze wzoru Eulera i mamy sprzecznosé: 2 =W — K + S =
W-354+85=W-25<0.KX

Powyzsze stwierdzenie jest szczegdlnym przypadkiem ogélniejszego stwierdzenia 11.8.7.

Niech P bedzie wieloscianem wypuklym. Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 oznaczmy
przez S, liczbe $cian o n krawedziach (bokach), a przez W), liczbe tych wierzchotkéw, z
ktorych odchodzi doktadnie n krawedzi. Wtedy oczywiscie

(*) S=85+84+8S55+--- oraz W=Ws+Wy+W5+---.

Poniewaz kazda krawedz nalezy do dwoch Scian oraz kazda krawedz taczy dwa wierzchotki,
wiec mamy dwie nastepne oczywiste réwnosci:

(%) 2K =353 +4S54 +5S5+--- oraz 2K =3W3+4W,4+5Ws5 + --- .

11.8.5. W kazdym wieloScianie wypukliym zachodzi nierownosc

355+ 2S5, + S5 > 12

D. ([Als]). Korzystamy z réwnosci (x), (*) oraz wzoru Eulera pomnozonego przez szesé:
6S 4+ 6W =12+ 2K + 2(2K).
Lewa strona w tym wzorze jest réwna 653 + 654 + 655 + 65 + - - - + 6W3 +6W, + 6W5 +6Ws + - - - |
a po prawej stronie mamy 12 + 355 + 454 + 555 +6Sg + - - - + 6W3 + 8W,4 + 10W5 + 12W5 + - - - . Stad
otrzymujemy réwnosé
3834+ 254+ S5 =12+ S7 + 253 + 359 + 4510 + -+ -+ 2W4 +4W5 + 6Wg + - - -,
z ktérej wynika teza. X

W ten sam sposéb wykazujemy:

11.8.6. W kazdym wieloScianie wypukiym zachodzi nieréwnosc

W3+ 2W, + W5 > 12

11.8.7. Kazdy wieloscian wypukly ma Sciane o mniej niz szeSciu bokach. Innymi stowy, w
kazdym wieloscianie wypukliym istnieje co najmniej jedna $ciana trojkgtna lub czworokgina
lub pieciokgtna. ([Poal, [DIt] 10/1999 M897, [Als]).
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D. Sposéb 1. Przypusémy, ze takiej $ciany nie ma. Wtedy S3 = Sy = S5 = 0 i mamy sprzecznosé
wynikajaca z nieréwnosci 11.8.5.

Sposéb II. Przypusémy, ze takiej éciany nie ma. Wtedy S3 = Sy = S5 = 0 i mamy:
2K =65+ 757 +8Ss+--- > 655 +657 +6S5S3+--- =685,

a wiec k > 3S. Wiemy ponadto, ze 3W < 2K (patrz 11.8.2(2)). Korzystamy ze wzoru Eulera i
otrzymujemy sprzecznosé: K +2 =54+ W < %K + %K =K. KX

W ten sam sposob (wykorzystujac na przyklad nier6wnosé 11.8.6) dowodzimy:

11.8.8. Kazdy wieloscian wypukly ma co najmniej jeden taki wierzcholek, z ktorego odchodzi
mniej niz 6 krawedzi.

11.8.9. Jesl w wieloscianie wypuktym Zadna $ciana nie jest ani czworokgtem ani pieciokg-
tem, to w tym wielo$cianie istniejg co najmniej cztery sciany trojkgtne.

D. Wynika to z nier6wnosci 11.8.5. X

11.8.10. Kazdy wielo$cian wypukly ma Sciane trojkging lub kgt trojscienny.
([D1t] 10/1999, [KrPS] s.111).

D. Przypu$émy, ze S3 = 0 oraz W3 = 0. Wtedy 2K = 454+555+6S6+- -+ > 4(S4+S5+Se+---) =
45, a wiec wtedy K > 25. W podobny sposéb otrzymujemy nieréwnosé¢ K > 2W. Korzystamy ze
wzoru Fulera i otrzymujemy sprzecznosé: K +2 =5+ W < %K + %K =K. K

11.8.11. Kazdy wieloscian wypukly ma co najmniej cztery Sciany trojkgtne lub co najmniej
cztery kqty tréjscienne. (Werner Mnich, [Mat] 1/1988 42, [KrPS] s.111).

D. (Jézef Raczka). Dla danego wielo$cianu wypuklego oznaczmy przez s liczbe $cian tréjkatnych, a
przez p liczbe katéw trdjsciennych. Z kazdego wierzchotka kata trdjsciennego wychodzg doktadnie trzy

krawedzie, za$ z kazdego z W — p pozostalych wierzchotkéw wychodza co najmniej cztery krawedzie, a
3p+4(W-p) _
5 =

poniewaz kazda krawedz taczy dwa wierzcholki, wiec K > 4W27p . Kazda Sciane tréjkatna

ograniczaja dokladnie trzy krawedzie, za$ kazda z pozostalych S — s $cian ograniczaja co najmniej
3s4+4(S—s) _ 4S—s
2 =2

cztery krawedzie i poniewaz kada krawedz jest wspélna dla dwéch $cian, wiee K >
7 otrzymanych nieréwnosci otrzymujemy nieréwnoscé

AW + 48 — (p+ s)

2K > ,
2

czylip+ s > 4(S — K + W) = 8 (wykorzystaliémy wzér Eulera), a to oznacza, ze p > 4 lub s > 4. K

11.8.12. Kazdy wielo$cian wypukly ma co najmniej dwie $ciany o tej samej liczbie bokow.
(JOM] Polska 1968,/1969, [GaT] 14/73).

D. Sposéb 1. ([Mako| zadanie 9) Zal6zmy, ze w sali znajduje sie n > 2 os6b. Udowodnili$my (patrz
zadanie 4.2.1), ze co najmniej dwie z tych oséb maja wéréd obecnych te sama liczbe znajomych.
(Zakladamy, ze jesli osoba A zna osobe B, to B zna A). Z tezy tego zadania wynika latwo teza
rozpatrywanego stwierdzenia. Wyobrazmy sobie, ze na kazdej $cianie wielo$cianu znajduje sie czlowiek.
i ze znajomymi sa ludzie znajdujacy si¢ na Scianach majacych wspélna krawedz. Kazdy z ludzi ma
wiec tylu znajomych, ile bokéw ma $ciana, na ktérej si¢ znajduje. W mysl tezy wspomnianego zadania
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istnieja dwie osoby majace te sama liczbe znajomych. Istnieja zatem dwie $ciany majace te samg
liczbe bokow.

Sposob II. Rozpatrzmy Sciang majaca najwieksza liczbe bokow i zalézmy, ze n jest jej liczba bokdw.
Do tej Sciany przylega, wzdluz jej bokéw, n parami réznych innych Scian. Jest wiec co najmniej n+ 1
Scian. Liczba bokéw kazdej Sciany jest jedna z liczb: 3,4 ..., n. Tych liczb jest n — 2; mniej niz n + 1.
7 zasady szufladkowej Dirichleta wynika wiec, ze istnieja co najmniej dwie Sciany o tej samej liczbie
bokéw.

Uwaga. W pierwszym i drugim dowodzie wykorzystaliémy w istotny sposéb zalozenie o wypuklosci
wieloscianu. KorzystaliSmy bowiem z tego, ze Sciana bedaca n-katem przylega do n innych $cian. Nie
jest to na og6! prawda dla wielo$cianéw niewypuklych (patrz na przyktad [Mako] s. 8 lub [Mat] 5/1995
301). X

11.8.13. Kazdy wieloscian wypukty ma co najmmniej trzy pary Scian o tej samej liczbie bokow.
([Mat] 5/1995 301).

11.8.14. Kazdy wieloscian (niekoniecznie wypukly) ma co najmniej dwa wierzcholki o réw-
nych liczbach krawedzi. ([UsaT] 2000/2001).

D. Zalézmy, ze wielo$cian ma n wierzchotkéw. Liczba krawedzi kazdego wierzchotka jest jedna z
liczb 3,4, ...,n — 1. Jest wiec tych liczb mniej niz wierzchotkéw. Stosujemy zatem zasade szufladkowsg,
Dirichleta. X

11.8.15 (Coxeter). Jesli wszystkie Sciany wieloScianu wypuklego sq réwnoleglobokami, to
liczba $cian jest postaci n(n + 1). ([Mat] 6/1981 367).

11.8.16. Istnieje wielo$cian wypukly majgcy 1985 Scian, wsrod ktorych sq takie 993 Sciany,
ze zZadne dwie z nich nie majg wspolnej krawedzi. (JOM] Polska 1986).

11.8.17. Jesli w wieloScianie wypuklym majacym K $cian istnieje wiecej niz K/2 Scian, z
ktorych zadne dwie nie majg wspolnej krawedzi, to w wieloscian ten nie mozna wpisac kuli.
([OM] Polska 1985).

11.8.18. Dla kazdej liczby naturalnej n istnieje wielo$cian wypukly majecy dokiadnie n
przekgtnych. (Przekgtng wieloScianu nazywamy odcinki lgczgce wierzcholki nie bedgce krawe-
dziami, ani przekgtnymsi Scian. ([Dlt] 2/1980).

11.8.19. Wewngtrz szeScianu o boku 1 znajduje sie 2001 punktow. Wykazac, Ze istnieje
sfera o promieniu 1/11 zawierajgca wengtrz co nagmniej trzy punkty. ([Kw] 7/1971 19).

* W. Boltianski, Tranzytywne zbiory i wielo$ciany foremne, [Kw] 7/1980 4-9.
J. Dianni, Wielo$ciany pélforemne, Problemy 7/112 1955.
N. P. Dolbylin, O wielo$cianach wypuklych, [Kw] 5/1988 6-14.
W. Krysicki, O mniej znanych wlasnosciach wieloSciandw, [KrPS] 101-147.
Zb. Marciniak, Graniastostup spotyka plaszczyzne, [DIt] 8/2003 6-7.
J. Merkel, Wielo$ciany pélforemne, [Mat] 5/1959 225-243.
Z. Pogoda, Galeria Wieloscianow, Wydawnictwo Uniwersytetu Warszawskiego, Warszawa 2005.
W. Sawczenko, Pélprawidiowe wielo$ciany, [Kw] 1/1976 2-7.
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11.9  Okregi
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11.9.1. Jesli na plasczyinie danych jets n okregow, to okregi te mogq dzieli¢ plaszczyzne na
co najwyzej 2+ n(n — 1) czesci. ([Mat] 4/1949 52, 5/1965 227).

11.9.2. Kolo dzieli plaszczyzne na dwa obszary; mozna jg podzieli¢ dwoma kotami na cztery,
potem dorysowad trzecie kolo tak, aby powstata konfiguracja osmio-obszarowa. Czy istnieje
uktad czterech kol dzielgey plaszczyzne ma 16 obszaréw? ([Piel] z.31).

0. Nie. Cztery kola moga co najwyzej podzieli¢ plaszczyzne na 14 obszaréw. X

11.9.3. Dla kazdej liczby naturalnej n mozna dobraé konfiguracje n két dzielgeq plaszczyzne
na n(n — 1) + 2 obszary. ([Piel] z.31).

11.9.4. Jesli na okregu lezy co najmniej jeden punkt wymierny, to takich punktow jest nie-
skonczenie wiele.

11.9.5. Niech f : R? — R? bedzie bijekcjg. Jesli obraz dowolnego okregu jest okregiem, to
obraz dowolnej prostej jest prostqg. ([SaP)] 466).

11.9.6. Jesli okrag przecina hiperbole xy = 1 w czterech réznych punktach (p;, q;), i =
1,2,3,4, to p1papsps = 1. (JOM] Moldawia 1995, [Pa03] 160).

% 1. Szarygin, A. Jagubjanc, Okrgg dziewieciu punktéw i prosta Eulera, [Kw] 8/1981 34-37.
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11.10 Roézne fakty i zadania geometryczne
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11.10.1. Jesli f(xz,y) jest wielomianem stopnia m > 1, to zbior {(x,y) € R?; f(x,y) = 0}
m(m+ 1)
2

11.10.2. Dany jest na plaszczyinie taki nieskonczony zbior punktow, Ze Zadne trzy punkty
nie lezg na jednej prostej. Wykazac, ze istnieje wypukia krzywa, przechodzgca przez nieskori-
czony podzbior tego zbioru. ([K-kw)).

dzieli plaszczyzne R? na co najwyzej 1 + obszardow. ([Dlt] 5/2004 5.10).

11.10.3.

(1) Czy istnieje bijekcja f : R? — R? taka, Ze dla kazdych dwéch réinych punktéw
A, B € R? proste AB i f(A)f(B) sq prostopadle ?

(2) Czy istnieje bijekcja f : R3S — R? taka, Ze dla kazdych dwéch réinych punktéw
A, B € R3 proste AB i f(A)f(B) sq prostopadie ?
([OM] Bialorus 1999).

O. (1). Istnieje, np. (x,y) — (y, —x) lub obrét o 90°. (2). Nie. X

% D. B. Fuks, Geometria kartki papieru, [Kw] 9/1988 17-23.
M. Rassias, Na ile obszardw krzywa algebraiczna moze dzieli¢ plaszczyzne?, [DIt] 5/2004 10-11.
N. Vasilev, Zlozenie figur, [Kw] 4/1976 22-29.
S. L. Tabacznikow, O krzywych plaskich, [Kw] 11-12/1988 59-63.
A. Zaslavsky, Geometryczne miejsce punktéw, [Kw] 5/2003 41-43.
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12 Geste podzbiory zbioru liczb rzeczywistych
3] 3 e o e e e v e o e e

Zbiér liczb wymiernych jest podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych. Podzbior ten ma
szczegbdlng wlasnoéé. Jest to podzbidr gesty, tzn. kazda liczba rzeczywista jest granicg ciagu
sktadajacego sie z samych liczb wymiernych. To jest réwnowazne z tym, ze dla dowolnych
liczb rzeczywistych x < y istnieje liczba wymierna a taka, ze x < a < y. Podobna wlasnosé
posiada zbiér wszystkich liczb niewymiernych; to tez jest podzbiér gesty zbioru liczb rzeczy-
wistych. Oprécz wspomnianych podzbioréw istnieja jeszcze inne ciekawe podzbiory geste. Dla
przyktadu zbior wszystkich utamkéw postaci g, gdzie p i ¢ sa liczbami pierwszymi, jest ge-
stym podzbiorem zbioru dodatnich liczb rzeczywistych. Takiej wtasnosci nie posiada podobny
zbior wszystkich utamkéw postaci %, gdzie a i b sa liczbami Fibonacciego. Te i podobne fakty
wyjasnimy dokladniej w tym rozdziale.

Zajmowac sie bedziemy réznymi podzbiorami gestymi pewnych podzbioréw zbioru liczb
rzeczywistych. Najpierw, w poczatkowych podrozdziatach, pojawig si¢ przestrzenie metryczne
oraz przestrzenie topologiczne. Podstawowe pojecia dotyczace tych przestrzeni znajdziemy w
polskich ksiazkach; na przklad: [Kur], [Eng], [Eng],[EnS1], [Dudl].
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12.1 Podzbiory geste
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Zatézmy, ze X jest ustalona przestrzenia topologiczna i A jest jej podzbiorem. Méwimy,
ze podzbidr A jest gesty w X, jeli jego domkniecie jest calg przestrzenia X.

Przypomnijmy, ze domkniecie zbioru A, oznaczane przez A, jest najmniejszym zbiorem
domknietym w X zawierajacym zbiér A. Innymi stowy, domkniecie A jest przekrojem mno-
gosciowym wszystkich zbioréw domknigtych w X, zawierajacych zbiér A.

12.1.1. Element p przestrzeni X nalezy do zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy w kazdym
zbiorze otwartym zawierajgcym p istnieje element nalezgcy do A

D. Zatézmy, ze p € A i U jest zbiorem otwartym zawierajacym p. Przypusémy, ze w zbiorze
U nie ma zadnego elementu ze zbioru A. Wtedy ANU = (), a wiec zbiér A zawarty jest w zbiorze
domknietym X ~ U. Wtedy A C X \ U. Poniewaz p € A, wiec p € X ~\ U. Zatem p ¢ U, wbrew
zalozeniu, ze p € U.

Zalézmy teraz, ze kazdy zbiér otwarty zawierajacy p zawiera element nalezacy do A i przypusémy,
ze p ¢ A. Wtedy p nalezy do zbioru otwartego X \ A i mamy sprzecznoéé: ) = (X ~ A)N A # (). K

Stad wynika:

12.1.2. Podzbiér A przestrzeni topologicznej X jest gesty w X wtedy i tylko wtedy, kazdy
niepusty zbior otwarty zawiera element zbioru A.

12.1.3. Jesli A jest gestym podzbiorem przestrzeni topologicznej X, to dla kaZdego zbioru
otwartego U zachodzi rownosé

U=UnA.

173
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D. Oczywista jest inkluzja UN A C U. Zalézmy, ze p € U i niech V pedzie zbiorem otwartym
zawierajacym p. Wtedy (patrz 12.1.1) VN U # 0; wiec U NV jest niepustym zbiorem otwartym. Z
gestosci zbioru A wynika, ze (UNV)NA#D. Ale (UNV)NA=VnN(UNA). Kazdy wiec niepusty
zbiér otwarty zawierajacy p posiada element nalezacy do U N A. Oznacza to (znowu na mocy 12.1.1),
zepeUNA ZatemU CUNA K

12.1.4. Jesli U ¢ V' sq otwartymi zbiorami gestymi, to U NV rowniez jest zbiorem gestym.

D. Wynika to wprost z 12.1.3: UNV =U = X. K

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
12.2 Podzbiory brzegowe
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

W dalszym ciggu zakladamy, ze A jest podzbiorem przestrzeni topologicznej X. Przez
Int(A) oznaczamy wnetrze zbioru A. Przypomnijmy, ze Int(A) jest najwiekszym zbiorem
otwartym w X zawartym w A. Innymi stowy, wnetrze Int(A) jest suma mnogo$ciowa wszyst-
kich zbioréw otwartych zawartych w A. Jesli zbiér Int(A) jest pusty, to méwimy, ze A jest
zbiorem brzegowym.

12.2.1. Podzbior A przestrzeni topologicznej X jest brzegowy wtedy i tylko wtedy, kazdy
niepusty zbidr otwarty zawiera element nie naleZgcy do A.

D. Zalézmy, ze zbiér A jest brzegowy i U jest dowolnym niepustym zbiorem otwartym. Wtedy
Int(A) = 0, wiec zbiér U nie jest zawarty w A. Istnieje zatem element x nalezacy do U i nie nalezacy

do A.

Zal6zmy teraz, ze kazdy niepusty zbiér otwarty zawiera element nie nalezacy do A. Przypusémy,
ze Int(A) # 0. Niech z € Int(A). Istnieje wtedy taki zbiér otwarty U, ze x € U oraz U C A. Zbiér U
jest niepusty i nie ma elementéw nie nalezacych do A; sprzecznosé. X

12.2.2. Podzbior A przestrzeni topologicznej X jest brzegowy wtedy i tylko wtedy, gdy X \ A
jest zbiorem gestym w X.

D. Zalézmy, ze A jest zbiorem brzegowym i U jest dowolnym niepustym zbiorem otwartym.
Istnieje wtedy (patrz 12.2.1) w zbiorze U taki punkt x, ktéry nie nalezy do A, czyli ktéry nalezy do
X N A. 7 12.1.2 wynika zatem, ze X \ A jest zbiorem gestym w X. W podobny sposéb wykazujemy
implikacje w przeciwnym kierunku. X

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
12.3 Podzbiory nigdziegeste
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Méwimy, ze podzbior A przestrzeni topologicznej X jest zbiorem nigdziegestym, jesli jego
domkniecie jest zbiorem brzegowym, tzn. jedli Int(A) = . Kazdy wiec zbiér nigdziegesty
jest w szczegdlnosci zbiorem brzegowym. Kazdy domkniety zbiér brzegowy jest zbiorem nig-
dziegestym. Jedynym otwartym zbiorem nigdziegestym jest zbior pusty. Jesli A jest zbiorem
nigdziegestym, to jego domkniecie A réwniez jest zbiorem nigdziegestym.

12.3.1. Podzbior A przestrzeni topologicznej X jest nigdziegesty wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy niepusty zbidr otwarty zawiera niepusty zbiér otwarty rozlgezny ze zbiorem A.
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D. Zalézmy, ze A jest zbiorem nigdziegestym i U jest niepustym zbiorem otwartym. Wtedy
Int(A) = 0, wiec zbiér U nie jest zawarty w zbiorze A. Istnieje zatem takie zo € U, ze 29 ¢ A.
Element g nalezy do otwartego zbioru X \ A. Rozpatrzmy zbiér V = U N (X \ A). Jest to niepusty
zbiér (gdyz xg € V') otwarty, zawarty w U i rozlaczny ze zbiorem A.

Zalézmy teraz, ze kazdy niepusty zbior otwarty zawiera niepusty zbiér otwarty roztaczny ze zbio-

rem A. Przypuéémy, ze Int(A) # (); niech 2y € Int(A). Istnieje wtedy taki zbidr otwarty U, ze g € U
oraz U C A. Poniewaz xo € U, wiec U nie jest zbiorem pustym Istnieje zatem taki niepusty zbiér
otwarty V,ze V CU iV NA=1(. Zbiér A jest zawarty w domknietym zbiorze X \ V. Stad wynika,
e ACX~\V,czyi ANV =0. Ale ) #V C U C A, wiec mamy sprzecznosé: 0 #V =VNA=0. X

12.3.2. Jesli U jest zbiorem otwartym, to zbiér U . U jest nigdziegesty.

D. Oznaczmy: A = U ~\ U. Niech V bedzie dowolnym niepustym zbiorem otwartym. Pokazemy,
ze istnieje taki niepusty zbiér otwarty Vp, ktéry jest zawarty w V i ktéry jest roztaczny ze zbiorem A.
W przypadku, gdy V N A = 0, przyjmujemy Vo = V.

Zalézmy, ze VN A # ) i niech g € V N A. Wtedy z¢ € U, wiec (patrz 12.1.1) zbiér U NV jest
niepusty. Jest to otwarty zbiér zawarty w V' i roztaczny ze zbiorem A. X

12.3.3. Zatsozimy, ze A, B, C sq takimi podzbiorami przestrzeni topologicznej X, Ze
A=BUC.
Jesli A jest zbiorem gestym i C jest zbiorem nigdziegestym, to B jest zbiorem gestym.

D. Niech U bedzie dowolnym niepustym zbiorem otwartym w X. Udowodnimy, ze przekr6j U N B
jest niepusty.

Poniewaz zbiér C' jest nigdziegesty, wiec (patrz 12.3.1) istnieje taki niepusty zbiér otwarty V, ze
V CUiVNC =0 Poniewaz zbiér A jest gesty, wiec ANV # (). Mamy zatem:

0A£ANV =(BUC)NV =BNV)Uu(CNV)=(BNV)Uh=BnV.

Stad wynika, ze BNU # 0, gdyz ) # BNV C BNU. Teza wynika zatem z 12.1.2. X
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12.4 Podzbiory geste w przestrzeniach metrycznych
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Wiemy (patrz Podrozdzial 1), ze podzbiér A przestrzeni topologicznej X jest gesty, jesli
w kazdym niepustym zbiorze otartym znajduje sie element nalezacy do A. Zalézmy teraz, ze
X jest przestrzenia metryczna z metryka d. Kazdy niepusty zbiér otwarty w X jest wtedy
suma mnogosciowa kul. Mamy zatem:

12.4.1. Podzbior A przestrzeni metrycznej X jest gesty w X wtedy i tylko wtedy, gdy w
kazdej kuli znajduje sie sie element nalezgcy do A.

7 tego faktu wynika nastepujace stwierdzenie.

12.4.2. Podzbior A przestrzeni metrycznej X jest gesty w X wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
element przestrzeni X jest granicg ciggu o wyrazach nalezgcych do A.
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D. Zalézmy, ze zbior A jest gesty i p € X jest dowolnym elementem. Wtedy kazda kula o $rodku
w punkcie p i promieniu %, gdzie n € N, ma element a,,, nalezacy do A. Mamy zatem ciag (a,) o
wyrazach nalezacych do A i przy tym

1
0< d(p7an) <=
n

dla n € N, gdzie d jest metryka przestrzeni X. Z twierdzenia o trzech ciaggach wynika, ze 0 jest granica
ciagu (d(p, an)> i stad wynika, Ze p jest granica (w przestrzeni X) ciagu (a,).

Zal6zmy teraz, ze kazdy element przestrzeni X jest granica ciaggu o wyrazach nalezgcych do A.
Niech K(p,r) bedzie dowolna kula w X; punkt p nalezy do X oraz r > 0 jest liczba rzeczywista.
Istnieje wtedy ciag (a,), 0 wyrazach nalezacych do A, ktérego granica jest punkt p. Niech e bedzie
liczba rzeczywista taka, ze 0 < & < r. Niech ng bedzie liczba naturalna taka, ze d(p,a,) < e dla
n > ng. Ustalmy jedno n wicksze od ng. Wtedy d(p, a,) < & < r, a zatem a,, € K(p,r). Wykazalismy,
ze kazda kula zawiera element ze zbioru A. Zatem (patrz 12.4.1) zbiér A jest gesty. X
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12.5 Gestos¢ podzbioréw zbioru liczb rzeczywistych
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Zbiér R, wszystkich liczb rzeczywistych, jest przestrzenia metryczna z metryka d : RxR —
R zdefiniowana przy pomocy bezwzglednej wartosci;

d(z,y) = |z -yl

dla z,y € R. Kulami w tej przestrzeni sa wszystkie przedzialy otwarte
(a,b):{wER; a<x<b},

gdzie a < b sa liczbami rzeczywistymi.

Dowolny podzbiér X zbioru liczb rzeczywistych jest réwniez przestrzenia metryczna, z
metryksa zdefiniowang w powyzszy sposob. Kazdy zbiér otwarty takiej przestrzeni X jest
postaci U N X, gdzie U jest zbiorem otwartym w R. Kula o $rodku w punkcie p € X i
promieniu r > 0 jest zbiér (p —r,p+1r) N X.

Interesowac¢ nas beda takie podzbiory zbioru liczb rzeczywistych, ktére posiadaja co naj-
mniej dwa rézne elementy i ktére sa wypukte. Przypomnijmy, ze podzbiér X C R jest wypu-
kty, jedli z tego, ze dwie rozne liczby rzeczywiste a, b do niego naleza wynika, ze calty przedzial
domkniety [a,b] jest w nim zawarty. Wypuklymi podzbiorami zbioru liczb rzeczywistych sa,
oprocz catego zbioru R, wszystkie przedzialy:

(avb)v (a’bL [a7b) [avb]v (_Oovb)7 (_Oovb]v (a7oo)v [a,oo),

gdzie a i b sg liczbami rzeczywistymi. W szczegdlnodei zbiér RT, wszystkich dodatnich liczb
rzeczywistych, jest takim podzbiorem wypuklym; R = (0, +o00).

12.5.1. Niech X C R bedzie wypuklym podzbiorem posiadajgcym co najmniej dwa elementy.
Niech A bedzie podzbiorem zbioru X. Nastepujgce warunki sq réwnowazne.
(1) Zbior A jest gestym podzbiorem przestrzeni X,

(2) Dla dowolnych liczb rzeczywistych x < y, nalezZgcych do X, istnieje liczba a taka, Ze
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a€ Aorazx <a<y.
(3) Kazda liczba rzeczywista nalezgea do X jest granicq ciggu o wyrazach ze zbioru A.

(4) Dla kazdej liczby rzeczywistej x € X i dla kazdej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje
takie a € A, Ze la — x| < e.

(5) Dla kazdej liczby wymiernej q € X i dla kazdej liczby rzeczywistej e > 0 istnieje takie
a€ A, zela—q|<e.

D. Réwnowaznosé (1) <= (3) juz udowodnilidmy (patrz 12.4.2). Réwnowazno$¢ (1) < (2)
wynika z 12.4.1. Wykazemy réwnowaznosci (2) <= (4) < (5).

(2) = (4). Niech € X i niech € > 0 bedzie liczba rzeczywista. Zbiér X ma co najmniej dwa
elementy. Istnieje wiec liczba y nalezaca do X i rézna od x.

Zalézmy, ze x < y. Poniewaz X jest zbiorem wypuklym oraz x,y € X, caly przedzial [z, y] zawarty
jest w X. Niech § > 0 bedzie liczba rzeczywista mniejsza od min{e,y — x}. Wtedy x 4+ 6 € X, gdyz
x40 € [x,y] € X. Liczby z 1 « + § naleza do zbioru X, z warunku (2) wynika wiec, ze istnieje takie
a€ A zex<a<axz+ . Wtedy

r—e<z<a<zc+i<z+e

i mamy: |a — x| < €. Podobnie postepujemy, gdy = > y.

(4) = (5). Ta implikacja jest oczywista.

(5) = (2). Niech z,y € X, z < y. Poniewaz X jest zbiorem wypuklym, wiec caly przedzial
domkniety [z, y] zawarty jest w X. Istnieje wiec liczba wymierna ¢ nalezaca do X i taka, ze x < ¢ < y.
Niech ¢ = min{q —x,y —q}. Z warunku (4) wiemy, ze istnieje takie a € A, ze ¢ —e < a < ¢+&. Wtedy

r<qg—e<a<qgt+e<y.

Istnieje wiec takiea € A, ze x < a <y. K

W dowodzie implikacji (5) = (2) wykorzystaliSmy dobrze znany fakt, ze zbiér liczb wy-
miernych jest gestym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych. Przedstawmy dowdd tego faktu.
W tym celu najpierw wykazujemy nastepujacy lemat.

12.5.2. Jesli a > 0 jest liczbg rzeczywistg, to istnieje liczba naturalna n taka, Ze
1
0<—x<a.
n

D. Przypusémy, ze to nie jest prawda. Wtedy dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

> a, z ktorej wynika nieréwnosé n < % Zbiér liczb naturalnych jest wiec wtedy ograniczony z géry

S|

(

rzez liczbe %), a to jest oczywiscie sprzecznoscia. X

ie)

Teraz mozemy udowodnié:

12.5.3. Zbior liczb wymiernych jest gestym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych.

D. Niech z,y € R, z < y. Oznaczmy przez a dodatnia liczbe y—x i niech n bedzie liczba naturalna
taka, ze

1
0< —<a.
n

[nx] + 1

Taka liczba n istnieje na mocy 12.5.2. Rozpatrzmy liczbe wymierng ¢ = ———. Mamy wtedy:
n

nx<[nx]+17 nx+1

1
T = q < :x+ﬁ<m+a:x+(y7m):y.

n n
Zatem q jest liczba wymierna spelniajaca nieréwnosci z < ¢ < y. X
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W jednym z nastepnych podrozdzialéw wykorzystamy nastepujace stwierdzenie.

12.5.4. Niech r > 0 bedzie liczbg rzeczywistq i niech A bedzie gestym podzbiorem zbioru RY.
Wtedy zbior
A" = {ar; a € A}

réownie? jest gesty w RY.

D. Niech 0 < 2 < y beda liczbami rzeczywistymi. Poniewaz zbidr A jest gesty, wiec istnieje takie
a € A, ze ) )
rr<a<yr.
Mamy wtedy: z < a" <yia € A". K
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12.6 Lematy
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W tym podrozdziale udowodnimy kilka lematow, z ktorych bedziemy korzystaé w nastep-
nych podrozdziatach. Pierwsze dwa lematy dotycza granic ciagéw.

12.6.1. Niech (x,,) bedzie ciggiem dodatnich liczb rzeczywistych. Zaldzmy, Ze cigg ten jest
zbiezny i jego granica jest liczbg wiekszq od zera. Wtedy dla kazdej liczby € > 0 istnieje liczba

naturalna N taka, Ze

x
"«—1‘<:a
Tm

dla wszystkich n,m > N¢.

D. Niech lim z,, = a > 0. Wtedy lim é = 1 wiec ciag (1/zy) jest zbieiny; jest wiec ograniczony.
Istnieje zatem takie M > 0, ze ’%’ < M dla wszystkich n € N.

Niech £ > 0. Poniewaz (z,,) jest ciagiem Cauchy’ego, istnieje takie N, € N, ze |z, — x| < /M
dla n,m > N.. Mamy zatem

1 €
=|Tp —Tm| | —| < M= )

T LTp — Tm

_1’:

xm, xm

dla wszystkich n,m > N.. X

12.6.2. Jesli a,b sqg dodatnimi liczbami rzeczywistyma, to

D. Istnieje takie ng, ze bn > 1 dla n > ng i wtedy

an — 1 <M< an
bn [bn] ~bn—1"

an —1 a
Poniewaz lim A = lim 5 1= wiec teza wynika z twierdzenia o trzech ciggach. X
n n —
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W nastepnych lematach mowa bedzie o funkcjach wielomianowych.

12.6.3. Niech f(x) bedzie wielomianem stopnia d > 1, o wspdlczynnikach rzeczywistych i
dodatnim wspélczynniku wiodgcym rownym c. Istnieje wtedy dodatnia liczba u taka, Ze

f(n) < e(n+u)?,
dla wszystkich n € N.

D. Niech f(z) = cx? 4+ ag_12V + - 4 ayx + ao, gdzie ag, ..., aq-1 € R. Niech

, d\ !
01<,) lag_i|, dla i=1,2,...,d
i

d\
i niech u = max(ry,ro,...,7q). Wtedy u > 0 oraz |ag—;| < c( ,)ul dla wszystkich i = 1,...,d. Mamy
i

zatem:

en +a, nU b amtag < en® + Jap_q1[n®t 4 -+ Jag|n + Jag

d d d
d d—1 2,d-2 | . d—1 d
cn +c(1>un +c(2>un + —|—c<d_1>u n —+ cu

= c¢(n+u)?,

fn)

N

dla wszystkich n € N. X

12.6.4. Niech f(x) bedzie wielomianem stopnia d > 1, o wspdlczynnikach rzeczywistych i
dodatnim wspotczynniku wiodgcym réwnym c. Istniejq wtedy takie dodatnie liczby rzeczywiste
viM, ze

c(n —v)? < f(n),

dla wszystkich liczb naturalnych n wiekszych od M.

D. Dlad = 1 jest to oczywiste. Rozwazmy przypadek d = 2. Niech f(x) = cz?+ax+b, a,b,c € R,
¢ > 0 i rozwazmy liczby
v =c 'max(1,lal,|b]), M =2v.

Wtedy v >0, M > 01idlan> M mamy:

2

c(n—v)? = en?—2con+ cv? = cn?

— con — con + cv?

cn2 — con — 20’1}2 + C’U2 = CTL2 — con — C’U2

NN

en? — laln — |b| < en® +an+b

f(n).

Dalej zalézmy, ze d > 3 i niech f(z) = ca® + ag_12% 1 + - - - + a1z + ag. Niech

d\ (d d
v=c 'max(1,|ag_1|,|adg—2|,---,la1l,]ao), M =wr, gdzie r = max (<1>, (2),..., (d 1)) .
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Przy tych zalozeniach, jesli % >k eNorazn > M, to

d 2k—1, d—(2k—1) d 2k, d—2k
c(2k_1)v n +c ok v

<~k lpd=(h=1) _ (2k—1,d—(2k=1) | C(;Z) 2k d—2k

1 d—(2k— _ d _
< —2ep2klpd—(2k=1) _ oy 2k d 2k)+c( o2k pd—2k

2k
< —2e?klpd=(2k=1) — _ g 2k=1pd=(2k=1) _ 2k—1)d—(2k=1)
< _|ad—(2k—1)|nd7(2k71) — |ag—apnt2*
< ad,(gk,l)nd_(%_l) + ag_opn®=2*,
Stad dla n > M otrzymujemy:
cn—v)? = en?+ (—c(f)vlnd_l + c(;)v%d_2) + (—c(g)v?’nd_s + c(Z)v2nd‘4) +...
< en? 4 (ad,lndfl + ad,gndfz) + (ad,gnd*B + ad,4nd*4) + ...

— I,

Zatem c(n —v)? < f(n), dlan > M. X

Wykorzystamy rowniez nastepujacy oczywisty lemat.
12.6.5. Niech A € R, a € Z. Istnieje wtedy liczba calkowita b taka, Ze 0 < aX+b < 1.
D. Przyjmujemy b = —[a)]. Wtedy a) + b = a) — [a)] = {a\} jest czedcig ulamkowy liczby ax i
oczywiscie 0 < al+b< 1. X
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12.7 Twierdzenie Kroneckera
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12.7.1 (Twierdzenie Kroneckera). Jesli A jest liczbg niewymierng, to zbidr
{aA—Fb; a,be Z}

jest gestym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych.

D. Niech z,y € R, z < y. Oznaczmy § = y — x > 0 i niech n bedzie taka liczba naturalng
(istniejaca na mocy 12.5.2), ze 0 < 717 < 4. Podzielmy przedzial [0, 1) na n czeSci:

1 1 2 -1
A1:|:Oa)a A2:|:7>7 LR An:|:n 51>
n n n n

Wiemy (patrz lemat 12.6.5), ze dla kazdej liczby calkowitej a istnieje liczba calkowita b, taka, ze
0 < al+b, < 1. Kazda liczba postaci aX + b, nalezy do jednego z przedziatow Ay, ..., A,. Poniewaz
tych przedzialéw jest tylko skonczenie wiele, a liczb catkowitych jest nieskonczenie wiele, wiec istniejg
dwie rézne liczby catkowite a i a; takie, ze liczby u = a\ + b, oraz u; = aiA + b, naleza do tego
samego przedzialu A;. Wtedy a # a; oraz |u —u;| < %L 7 niewymiernosci liczby A wynika, ze u # .
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Mozemy zalozyé, ze u > uy. Wtedy |u—u1| = u—uy. Ponadto, u—u; = (a—a1) A+ (bg —ba,) = cA+d,
gdzie ¢,d € Z.

WykazaliSmy zatem, ze istnieja dwie takie liczby calkowite c i d, ze
1
0<ed+d< —<d=y—ux.
n
Niech p = ¢\ 4 d i rozpatrzmy zbiér
x
U:{UGZ; pu>x}:{u€Z; u>f}.
p
Jest to niepusty i ograniczony z dotu (przez liczbe %) podzbiér zbioru liczb catkowitych. Ma zatem
element najmniejszy; oznaczmy ten najmniejszy element przez z. Wtedy z € Z oraz x < zp. Pokazemy,
ze zp < y. Przypuéémy, ze zp > y. Wtedy
1
zp}y:x+(y—x):x+6>x+g >z+p
i stad (z — 1)p > z. To oznacza, ze z — 1 nalezy do zbioru U i mamy sprzeczno$¢ z tym, ze z jest

najmniejszym elementem w zbiorze U. Zatem = < zp < y. Ale zp = z(cA + d) = (z¢)\ + (2d) i liczby
zc, zd sa catkowite. Istnieja wiec takie liczby catkowite a 1 b, ze x < aX +b < y i to konczy dowod. X

Wykazemy teraz, ze w powyzszym twierdzeniu Kroneckera mozna dodatkowo zatozyc¢,
ze wystpujace w nim liczby a sa naturalne i to jeszcze wicksze od dowolnie ustalonej liczby
naturalnej M. W tym celu najpierw wykazemy, ze mozna dodatkowo zalozy¢, ze liczby a sa
niezerowe.

12.7.2. Jesli X\ jest liczbg niewymierng, to zbior
{a)\+b; a,b €7, a;éO}
jest gestym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych.

D. Niech z,y € R, x < y. Wykazemy, ze istnieja takie liczby calkowite a,b, ze a # 0 oraz
r<ar+b<y.

Istnieja (na mocy twierdzenia 12.7.1) takie liczby calkowite a 1 b, ze x < a\ + b < y. Jedli a # 0,
to nie ma czego dowodzié. Zalézmy, ze a = 0. Wtedy © < b < y. W przedziale (x,y) znajduje sie wiec
co najmniej jedna liczba catkowita. Zalézmy, ze b jest najmniejsza liczba catkowita w tym przedziale.
Wtedy ¢ < b < y i (znowu na mocy twierdzenia 12.7.1) istnieja liczby calkowite aq,b; spelniajace
nieréwnosci

< aA+b <b.
Jedli teraz a1 = 0, to z < b1 < b < y i mamy sprzecznosé¢ z tym, ze b jest najmniejsza liczba catkowita
w przedziale (z,y). Zatem a; i by sa liczbami catkowitymi, a1 # 0 oraz ¢ < a;A +b; <y. X

Teraz mozemy wykazaé nastepujaca wzmocniong wersje twierdzenia 12.7.1.
12.7.3. Jesli A\ jest liczbg niewymierng i M jest liczbg naturalng, to zbior
{a)\er; a,b ez, a>M}

jest gestym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych.
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D. Czesé 1. Niech e bedzie liczba rzeczywista z przedziatu (0,1). Wykazemy najpierw, ze istnieja
takie liczby catkowite u i v, ze 0 < uA +v < ¢ oraz u > 1.

Przypusémy, ze to nie jest prawda. Na mocy twierdzenia 12.7.2, istniejg takie liczby calkowite
ap, by, ze ag # 0 oraz 0 < agA + by < €. Z naszego przypuszczenia wynika, ze ag jest liczba ujemna.
Niech ay = —nyg, gdzie ng € N. Liczba ng nalezy do zbioru tych wszystkich liczb naturalnych n,
dla ktérych istnieje liczba catkowita b taka, ze 0 < —nA + b < e. Zalézmy, ze ng jest najmniejszym
elementem w tym zbiorze. Niech 0 < —ngA + by < € dla pewnego by € Z; oznaczmy p = —ngA + bp.

Poniewaz 0 < p, wiec (znowu na mocy 12.7.2) istnieja takie liczby catkowite ay, by, ze

0<aiA+by<p<e oraz a; #0;

oznaczmy ¢ = a1 A+ by. Z nieréwnosci 0 < ¢ < € wynika, ze a; = —ny dla pewnego n; € N i ponadto,
ny > ng. Gdyby zachodzila réwnosé ny = ng, wéwcezas réznica p — ¢ bylaby liczba catkowita (réwna
bo — b1) nalezaca do przedzialu (0, 1); sprzeczno$é. Zatem ny > ng. Zauwazmy, ze

O<p—q= (—no)\-f— bo) — (—nl)\ +b1) = (n1 — no))\-i- (bo — b1> < E.
Mamy wiec 0 < sA +t < ¢, gdzie s = n; — ng oraz t = by — by sa liczbami catkowitymi i przy tym
s > 0. To jest jednak sprzeczne z tym co zalozyliSmy na poczatku tej czeéci dowodu.
Dla kazdej wiec liczby rzeczywistej €, spelniajacej nieréwnosci 0 < € < 1, istnieja takie liczby
catkowite u,v, ze 0 < ul+v < e oraz v > 1.
Cze$é I1. Niech e bedzie liczba rzeczywista z przedziatu (0, 1). Wykazemy, ze istnieja takie liczby
catkowite v i v, ze 0 < uA+v < € oraz u > M.

Liczba (M + 1)\ jest niewymierna. Z czesci pierwszej tego dowodu wynika wiec, Ze istnieja takie
liczby catkowite a i b, ze 0 < a(M + 1)A+b < € oraz a > 1. Niech u = a(M + 1), v = b. Wtedy
O<ur+v<e u,v€Z,u>M.

Czesé III. Niech z,y € R, < y. Niech e = min{l, (y — z)/2} i rozwazmy przedzial (z,x + ¢).
Niech ¢, d beda liczbami catkowitymi takimi, ze

r<cA+d<z+e.
Takie liczby catkowite istnieja na mocy twierdzenia 12.7.1. Oznaczmy przez M; liczbe naturalng
wieksza niz M — c. Z drugiej czeéci tego dowodu wiemy, ze istnieja takie liczby catkowite u,v, ze
0 <ul+v<eoraz u > M;. Przyjmijmy: a =u+ ¢, b = v +d. Mamy wtedy a = u+c¢ > M; +¢ >
(M —¢)+c= M oraz

y—x

r=x+0<(cA+d)+@ur+v)=a +b<zt+et+e=x+2e<x+2 =y.

Zatem x < aA+b < y i przy tym a > M. To oznacza, ze badany zbiér jest gestym podzbiorem zbioru
liczb rzeczywistych. X

Twierdzenie Kroneckera 12.7.1 mozna réwniez wystowi¢ w nastepujacej wers;ji.
12.7.4. Jesli X jest dodatnig liczbg niewymierng, to zbior
{m)\—n; n,m € N}

jest gestym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych.
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D. Niech z,y € R, x < y. Niech M bedzie liczbg naturalng taka, ze M\ > y. Istnieja takie liczby
calkowite a,b, ze * < aA+ b < y oraz a > M (wynika to z twierdzenia 12.7.3). Poniewaz a > M,
wiec m = a jest liczba naturalna. Przypusémy, ze b > 0. Wtedy mamy sprzeczno$é: y < MA < aX <
al+b < y. Zatem b jest ujemna liczba catkowita; niech b = —n, gdzie n € N. Wtedy £ < mA —n <y,
gdzie m,n € N i to konczy dowdd. X

Zalozylidmy, ze liczba niewymierna A jest dodatnia. Dla ujemnych liczb niewymiernych
mamy podobne twierdzenie.

12.7.5. Jesli \ jest ujemnq liczbg niewymierng, to zbior
{m)\+n; n,m € N}
jest gestym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych.
D. Niech z,y € R, # < y. Stosujemy twierdzenie 12.7.4 dla dodatniej liczby wymiernej —A\ i

nieréwnoéci —y < —z. Istnieja takie liczby naturalne m,n, ze —y < m(—\) — n < —x. Mamy wtedy
(po pomnozeniu przez —1) nieréwnosci x < mA+n < y. K

W powyzszych dwbch twierdzeniach mozna jeszcze dodatkowo zatozyé, ze liczby naturalne
m i n sg wieksze od dowolnie ustalonych liczb naturalnych.

12.7.6. Jesli \ jest dodatnig liczbg niewymierng oraz A, B sq liczbami naturalnymsi, to zbior
{m)\—n; n,meN, m> A, n>B}

jest gestym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych.

D. Niech z,y € R, © < y. Niech C' bedzie taka liczba naturalna, ze (A 4+ 1)CA\—y > B. Z
twierdzenia 12.7.4, zastosowanego dla dodatniej liczby niewymiernej (A + 1)C A, istnieja takie liczby

naturalne u, v, ze x < u((A + 1)0)\) — v < y. Przyjmujemy
m=u(A+1)C, n=nv.

Wtedy © < mA —n < y oraz m > Ain > B. Istotniee m = u(A+1)C > A+1 > A oraz
n>mA—y=u(A+1)CA\—y>(A+1)CA\—y>B. X

Podobnie wykazujemy nastepne twierdzenie.

12.7.7. Jesli X jest ujemnq liczbg niewymierng oraz A, B sq liczbami naturalnymi, to zbior
{m)\+n; n,meN, m> A, n>B}

jest gestym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych.
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Pewne zastosowania twierdzenia Kroneckera przedstawimy w nastepnych podrozdziatach.
Teraz podamy dwa inne zastosowania. Dotyczy¢ one beda poczatkowych cyfr liczb specjalnego
typu. Doktadniejsze informacje na ten temat znajduja sie w [N-2]. Tam réwniez sa wzmianki
o pewnych wersjach twierdzenia Kroneckera.

12.7.8. Dla dowolnego skoriczonego ciggu cyfr (ukladu dziesietnego) ci,ca, ..., ¢k istnieje
potega dwdjki, ktorej k poczgtkowymi cyframi sq kolejno c1, ..., ck.

D. Niech ¢y, ..., cx beda danymi cyframi. Oznaczmy:
M =110 4+ ¢210"72 + -+ + ¢4_110 + ¢,.
Poniewaz log;, 2 jest dodatnia liczba niewymierng oraz
logg M < logyo(M + 1),
wiec (na mocy twierdzenia 12.7.4) istnieja takie liczby naturalne m,n, ze
log1g M < mlogyy2 —n < logo(M +1).
Mamy wtedy kolejno:
n + logyg M < mlogyy2 < n +log,o(M + 1),
log;9(10"M) < log;o(2™) < logyo(10™ (M + 1)),
M10™ < 2™ < (M +1)10™.
Poczatkowymi cyframi liczby 2™ sa wiec kolejno ¢q, ..., ¢x. K

12.7.9. Dla dowolnego skoriczonego ciggu cyfr (ukladu dziesietnego) ci,ca,. .., ck istnieje
liczba kwadratowa, ktorej k poczgtkowymi cyframi sq kolejno c1, ..., cg.

D. Niech ¢y, ..., cx beda danymi cyframi. Oznaczmy:
M =c;10" 1 + 610" 2 + - + ¢4,_110 + ¢

Poniewaz log;,4 jest dodatnia liczba niewymierna oraz log;q M < logo(M + 1), wiec (na mocy
twierdzenia 12.7.4) istnieja liczby naturalne m,n takie, ze

log,g M < mlogg4—n <logo(M +1).
Mamy wtedy kolejno:

n + logyg M < mlogyy4 < n+log,o(M + 1),
log((10" M) < logy5(4™) < logyo(10™(M + 1)),
M10™ < 4™ < (M + 1)10™.

Poczatkowymi cyframi liczby kwadratowej (2™)? = 4™ sa wiec kolejno cy, ..., cx. X

* K. G. Bankow, O pewnym twierdzeniu Kroneckera, [Kw] 7/1986 5-7.

G. H. Hardy, E. M. Wright, Kronecker’s theorem, [HW4] 375-393.

K. Pidro, Twierdzenie Kroneckera, [DIt] 6/2001, 12 - 13.

D. Wisniewski, Twierdzenie Kroneckera o gestych podzbiorach zbioru liczb rzeczywistych, [Pmgr]
1991.
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0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

12.8 Naturalna gestosé

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
W tym podrozdziale zajmowac sie bedziemy podzbiorami zbioru liczb naturalnych.

Jesli A jest podzbiorem zbioru N, to dla kazdej liczby naturalnej n przez A(n) oznaczaé
bedziemy liczbe wszystkich elementéw zbioru AN {1,2,...,n}, tzn.

A(n) = ‘{a €A a< n}‘

Dla przykladu, jesli A jest zbiorem wszystkich liczb parzystych, to A(1) = 0, A(2) = 1,
A(3) =1, A(4) = 2 i ogdlnie A(n) = [n/2] dlan € N.

Niech A C N. Jedli ciag (A(n)/n) jest zbiezny, to jego granice oznacza sie przez 0(A) i
nazywa naturalng gestoscig (ang. ”natural density”) zbioru A. Zapamigtajmy:

A
0(A) = lim ﬂ
n—oo  n

Interesowaé nas teraz bedzie naturalna gestosé zbioru A. Patrzeé na nig bedziemy jak na
pewng ”miare” zbioru A w stosunku do catego zbioru liczb naturalnych. Kazdy podzbiér
skoniczony ma oczywiscie naturalna gesto$¢ rowna 0. Zbiér wszystkich liczb naturalnych ma
naturalng gesto$é réwna 1.

Zaltézmy, ze A jest zbiorem wszystkich naturalnych liczb parzystych. Co druga liczba
naturalna jest parzysta. Wspomnieliémy juz, ze A(n) = [n/2] dla n € N. Mamy zatem:

. [n/2] 1
J(A) = lim —— = 3

n—oo n

Naturalna gestos¢ zbioru liczb parzystych istnieje i jest réwna % Podobnie jest dla dowolnych
ciagébw arytmetycznych o wyrazach naturalnych.

12.8.1. Niech a,r bedq liczbami naturalnymi ¢ niech

A={a, a+r, a+2r, a+3r, ...}.

1

Zbidr A posiada naturalng gestosc i jest ona réwna .

D. Niech n € N. Niech k = A(n). Wtedy a+ (k —1)r <n, a+kr>n, wicck—-1< 22 <ki
stad wynika, ze

r

A(n)1+{”_“]

. n—a
dla wszystkich n € N. Zatem: =T'-< = < r_ =
T n n n n ™

i wobec tego

n—a An) n+4+r-—a
<

N

™m n ™m
i teza wynika z twierdzenia o trzech ciagach. X
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Istnieja takie podzbiory zbioru liczb naturalnych, ktére nie posiadaja naturalnej gestosci.
Spojrzmy na przyktady takich zbioréw.

12.8.2. Zbidr N
A= {228, 925 11, 9% 42 .. 225“—1}
s=0

nie posiada naturalne; gestosci.

An
D. Przypu$émy, ze granica ciggu (()) istnieje i jest ona réwna xz. Wtedy kazdy podciag tego
n
ciagu réwniez ma granice réwna x. Latwo sprawdzié, ze

gntl —1
3 b

A 2n+1 2n
2 (A
22n+1 22n
ciggami zbieznymi, granica pierwszego ciagu jest réwna %, a granica drugiego ciagu jest % Istnieja

A(n)

wiec dwa zbiezne podciagi o réznych granicach. Ciag <> nie ma wiec granicy. X
n

4m 42

2n+1\ __
A (2 ) - 3

A(2°") =

Rozpatrzmy podciagi ( ) 7 powyzszych réwnosci wynika, ze podciagi te sa

(o]
12.8.3. Zbior A = U {328, 32541, ..., 3L 1} nie posiada naturalnej gestosci.
s=0

grtl 1 9" +3

D. W tym przypadku A (32"+1) =

) ) A 32n+1 ] A 32n
Podciagi < ;2n+1 )> i ( ;% )

oraz A (32") = , dla wszystkich n € N.

) sg wiec ciagami zbieznymi i ich granice sa odpowiednio réwne 1
i vk Istnieja zatem dwa zbiezne podciagi o réznych granicach. Ciag | —— | nie ma wigc granicy. X
n
W podobny sposob wykazujemy:
oo
12.8.4. Zbior A = U {238_1, 2357l 41, 233} nie ma naturalnej gestosci. ([HedR] 640).
s=0
12.8.5. Zbior
oo
A= {J{@s), @s)I+1, ..., 2s+ 1)1 -1}
s=0

nie ma naturalnej gestosci. ([NizM] 475).

Przedstawimy teraz pewne wtasnosci naturalnej gestosci.

12.8.6. Niech A bedzie nieskonczonym podzbiorem zbioru liczb naturalnych. Ustawmy wszyst-

kie elementy zbioru A w cigg: a1 < as < ag < ---. Jesli zbior A posiada naturalng gestosé,
to n
0(A) = lim —.
n—oo q,

([NiZM] 473).
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;. . . . . , . . . A(n)
D. Zal6zmy, ze naturalna gesto$é zbioru A jest réwna u. Wtedy u jest granica ciggu (T)

Kazdy podciag tego ciaggu réwniez ma granice rowng u. W szczegélnosci podciag (%ﬂ’”)) ma granice

réwna u. Ale A(a,) = n, wiec lim aﬁ =u=0(A). X

12.8.7. Niech A bedzie nieskoriczonym podzbiorem zbioru liczb naturalnych. Ustawmy wszyst-
kie elementy zbioru A w cigg: a1 < az < az < ---. Jesli zbior A posiada naturalng gestosé i

gesto$é ta jest wieksza od zera, to

a
lim —— = 1.
n—00 Q11

(INiZM]).

a

D. Ciag (n) jest (na mocy 12.8.6) zbiezny i jego granica jest wigksza od zera. Z 12.6.1 wynika
n
wiec, ze dla kazdego € > 0 istnieje takie N, € N, ze

(n+ Day,
Nap+41

—1’<5,

(n+ ay,
Nan+41

1 1
im0 i (D ek Dan (e N
An+1 NGn+1 n+1 NGn+1 n—+1

12.8.8 (E. Szemerédi 1975). Niech A bedzie podzbiorem zbioru liczb naturalnych. Jesli
A(n)

limsup —=
n— 00 n

dla n > N.. Ciag < ) jest wigc zbiezny do 1. Mamy zatem:

jest liczbg wiekszq od zera, w szczegolno$ci jesli zbior A ma dodatnig naturalng gestosé, to
dla kazdej liczby naturalnej n istniejq takie liczby naturalne a,r, Ze wszystkie liczby

a, a+r, a+2r, ..., a+ (n—1r
sq elementami zbioru A, tzn. zbior A zawiera skoriczone postepy arytmetyczne dowolnej diu-
gosci.
U. Twierdzenie to bylo najpierw hipoteza Erdosa. Udowodnit to E. Szemerédi w 1975 roku. Inny

dowdd, stosujac teorie ergodyczna, podal w 1977 roku H. Furstenberg. Jeszcze inny dowdd, stosujac
analize Fouriera, podal w 1998 roku W.T. Gowers. X

12.8.9. Niech A C N. Jesli zbior A ma naturalng gestosé, to zbior N\ A réwnieZ ma natu-
ralng gestos$é oraz
0(A)+6(NNA)=1.

(INiZM)] 475 2.2).

12.8.10. Niech A C N, b€ N i niech A+b={a+0b; a€ A}. Jesli zbior A posiada naturalg
gesto$é, to zbior A 4+ b réwniez jg posiada i te gestosSci sq réowne. ([NiZM] 475 z.8).
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12.8.11. Jesli A i B sq takimi rozlgeznymi podzbiorami zbioru liczb naturalnych, Ze zbiory
A, B oraz AU B majg naturalng gestosé, to

0(AUB) = 0(A) +4(B).
(INiZM] 475 2.10).

12.8.12. Rozpatrzmy nastepujgce podzbiory zbioru liczb naturalnych:

A = 2zbior wszystkich liczb parzystych,

B1 = 2bidr liczb parzystych o parzystej liczbie cyfr,

By = 2bior liczb nieparzystych o nieparzystej liczbie cyfr,
B = BjUBs.

Zbiory A i B posiadajg naturalng gestosé. Natomiast zbiory AU B i AN B nie posiadajg
naturalnej gestosci. (INiZM] 475 2.9).

Zajmiemy sie teraz znanymi przyktadami podzbioréw zbioru liczb naturalnych posiada-
jacych naturalng gestosé.

12.8.13. Zbior wszystkich liczb kwadratowych ma naturalng gestosé rowng 0.

D. Niech A = {n2; n € N}. Dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé¢ A(n) < /n.

Mamy zatem
A
0< A < /i
n

i teza wynika z twierdzenia o trzech ciagach, X

W podobny sposob wykazujemy:
12.8.14. Niech 2 < s € N. Zbior {ns; n e N} ma naturalng gestosé réwng zero.

12.8.15. Zbior

A:U{ns; neN} ={a’; a e N,2<seN}
s=2

ma naturalng gestosé réwng zero. (INiZM] 475 z.1(j)).

D. ([SavA] 175-176). Jesli a® < n, to

oraz s < logy(n). Zatem
A(n) < [Vn] + [¥/n] + [Vn] + - < V/n-logy(n),
A(n) < vnlogy(n) _ 10%2(”). Poniewaz lim log,(n)

n n vn vn

trzech ciagach) gesto$é 0(A) istnieje i jest réwna zero. X

= 0, wiec (na mocy twierdzenia o

a zatem 0 <

12.8.16. Zbior wszystkich liczb pierwszych ma naturalng gestosé réwnq zero.
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D. Ze znanej réwnosci

wynika, ze lim @ =0.K
n—oo n

12.8.17. Zbior wszystkich liczb naturalnych wzglednie pierwszych z 6 ma naturalng gestosé

rowng %

12.8.18. Zbior wszystkich liczb naturalnych wzglednie pierwszych z 30 ma naturalng gestos$é
. 3

rowng 1g-

12.8.19. Niech ay,...,as bedg liczbami naturalnymsi i niech A bedzie zbiorem tych wszystkich
liczb naturalnych, ktore nie sq podzielne przez Zadng z liczb aq, ..., as. Zbidr A ma naturalng
gestosé §(A) i zachodzi réwnosé

S(A)=1+> (-1)" >
r=1

1< <2< <ir<s

1

NWW( @iy, Qigy - - -5 Q5.)

(INiZM] 476 z.11).

Moéwimy, ze liczba naturalna jest bezkwadratowa (ang. squarefree) jesli nie jest podzielna
przez zaden kwadrat liczby naturalnej wiekszej od 1, tzn. jesli jest jest rowna 1 lub jest
iloczynem parami réznych liczb pierwszych. W [N-3] jest oddzielny podrozdzial o liczbach
bezkwadratowych.

12.8.20. Zbior wszystkich liczb bezkwadratowych ma dodatniq naturalng gestosé rowng %.
(INiZM)).

12.8.21. Jesli A jest zbiorem wszystkich liczb bezkwadratowych, to dla kazdej liczby natural-
nej n zachodzi nierdwnosé A(n) > n/2. (INizM] 474).

12.8.22. Kazda liczba naturalna wieksza od jedynki jest sumq dwdch liczb bezkwadratowych.
([NiZM] 474).

D. Oznaczmy przez A zbiér wszystkich liczb naturalnych bezkwadratowych. Niech 2 < n € N.
Rozpatrzmy dwa zbiory:

Uz{aEN; 1<a<s<n—1, aeA}, V:{beN; 1<b<n—1, n—beA}.
Suma U UV ma co najwyzej n — 1 elementéw. Z 12.8.21 wynika, ze
U+ |V]>n-1)/2+(n—-1)/2=n—1.

Zbiory U i V nie moga wiec by¢ rozlaczne. Istnieje zatem liczba x nalezaca do czesci wspdlnej tych
zbioréow. Wtedy x =a € Aorazx =n—bibe A. Zatem n = a + b, gdzie a,b € A. K
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Méwimy, ze liczba naturalna jest liczba Nivena, jeli jest podzielna przez sume swoich
cyfr. W [N-2] jest oddzielny rozdzial o liczbach Nivena.

12.8.23 (R.E. Kennedy, C.N. Cooper 1984). Zbior wszystkich liczb Nivena ma naturalng
gesto$é rowng zero.

12.8.24 (D. N. Lehmer 1900). Niech a(n) i b(n) bedq liczbami pierwotnych tréjkqtow pita-
gorejskich, ktorych odpowiednio przeciwprostokgine i obwody nie przewyiszajg n. Wtedy

lim L(n) = i, lim 7b(n) = E
n—oo n 2 n—oo 1 w2

(1859] 59).

12.8.25 (J. Lambek, L. Moser 1955). Niech c(n) bedzie liczbg pierwotnych trojkgtow pita-
gorejskich, ktérych pola nie przewyziszajg n. Wtedy

lim c(n)

Ny

gdzie u jest pewng stalg rowng 0,531340 - - - . ([S59] 59).

* R. E. Kennedy, C. N. Cooper, On the natural density of the Niven numbers, [Cmj] 15(4)(1984)
309-312.

R. E. Kennedy, C. N. Cooper, Chebysheuv’s inequality and natural density, [Mon] 96(2)(1989) 118-
124.

I. Niven, H. S. Zuckerman, H. L. Montgomery, The density of sequences of integers, [NiZM] 472-
481.
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
12.9 Geste zbiory utamkow
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

Dla danego podzbioru A zbioru liczb naturalnych, przez Q(A) oznaczaé bedziemy zbiér
wszystkich dodatnich liczb wymiernych dajacych si¢ przedstawi¢ w postaci ¢, gdzie a,b € A,
tzn.

Q(A) = {Z a,b e A}.

Moéwié bedziemy, ze taki podzbior A jest utamkowo gesty, jesli zbiér Q(A) jest gesty w zbiorze
R = (0, 0).

W tym podrozdziale przedstawimy pewne przyktady utamkowo gestych podzbioréw zbioru
liczb naturalnych. Najprostszym takim przyktadem jest caly zbiér liczb naturalnych. W tym
przypadku Q(N) = QT = {q € Q; g > 0} i oczywiscie zbior QT jest gesty w RT. Zbior
wszystkich liczb parzystych jest rowniez utlamkowo gesty; jego zbior utamkéw jest catym
zbiorem Q7.
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12.9.1. Zbior wszystkich liczb kwadratowych jest ulamkowo gesty.

D. Niech z, y beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi takimi, ze z < y. Mamy wtedy dwie dodatnie
liczby rzeczywiste \/z i /y spelniajace nieréwnosé¢ /x < /y. Poniewaz zbiér QT jest gesty w R,
wigc istnieje dodatnia liczba wymierna ¢ (gdzie a,b € N) lezaca pomiedzy liczbami \/z i \/y. Wtedy

a2
T < b72 <y
i to konczy dowod. X

W ten sam sposéb dowodzimy, ze podobna wlanosé majg zbiory wszystkich szescianow,
wszystkich bikwadratéw i ogdlniej:

12.9.2. Niech 2 < s € N. Zbior {ns; n e N} jest utamkowo gesty.

Kazdy podzbior utamkowo gesty jest zbiorem nieskonczonym. Istnieja nieskoniczone pod-
zbiory zbioru liczb naturalnych, ktére nie sa utamkowo geste. Kilka przyktaddw:

12.9.3. Zbior {2°,21,22 ...}, wszystkich poteg dwdjki, nie jest utamkowo gesty. Ogdlniej,
dla kazdej liczby naturalnej a, zbior {ao, a,a?,.. . } nie jest ulamkowo gesty.

D. Zbiorem wszystkich ulamkéw o licznikach i mianownikach nalezacych do A = {2°,2% 22 ..}
jest Q(A) = {2%; s € Z}. Zbiér Q(A) nie jest gesty w RT, gdyz na przyktad nie ma takiej liczby,
ktéra nalezy do Q(A) i jest pomiedzy liczbami 5 i 7. Podobnie uzasadniamy w przypadku ogdlnym,
gdy A=1{aad',...,}. K

12.9.4. Zbior wszystkich liczb Fibonacciego nie jest ulamkowo gesty.

D. Przypomnijmy, ze liczba Fibonacciego nazywamy kazdy wyraz ciegu (uy, ), okreslonego réwnos-
clami u; = ug = 1, Up42 = Up41+u, dlan € N. Pokazemy, ze nie ma takich dwoch liczb Fibonacciego
Upyy Uy, Z2€

U 5
1< 2 <=,
Uy, 4
Przypuéémy, ze sg. Wtedy w,, < up, wicc m+ 1 < n. JeSli n > m+ 2, to %= > 2. Istotnie,

Um

U Um+2  Um41 T U Um41
7n> m+ _ m+4 m o m—+ _'_121_1_1:2.
Um Um Um Um

Mozliwy wigc jest tylko przypadek: n = m + 1. Ale wtedy n > 1 (gdyz 2=~ > 1) i mamy sprzecznosc:

Up  Umtl  Um T Um—1 1+ Um—1
Um Um Um Um

1
>1+-=2>>
3

N w
| ot

Wykorzystaliémy nier6wnosé % > %, ktéra wykazujemy w nastepujacy sposob: 2u,, 1 = Upy—1 +
Um—1 = Um—1 + Um—2 = Up,. X

Przed podaniem nastepnych przyktadéw zanotujmy trzy stwierdzenia. Pierwsze stwier-
dzenie jest oczywiste.

12.9.5. Niech A C B bedg podzbiorami zbioru liczb naturalnych. Jesli zbior A jest utamkowo
gesty, to zbior B réwniez jest ulamkowo gesty.
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Nastepne dwa stwierdzenia juz nie sa takie oczywiste.

12.9.6. Niech A bedzie podzbiorem zbioru liczb naturalnych i niech B bedzie skonczonym
podzbiorem zbioru A. Jedli zbior A jest utamkowo gesty, to zbior A~ B réowniez jest utamkowo

gesty. ([HedR]).

D. Jest jasne, ze wystarczy to udowodnié tylko w przypadku, gdy zbiér B jest jednoelementowy.
Zalézmy, ze B = {bg}, oznaczmy przez Ag zbidr A \ {bg} i rozwazmy zbiér

D:{%O; aeA}U{%; aeA}.

Zauwazmy, ze kazdy niepusty zbiér otwarty w R* zawiera niepusty podzbiér otwarty roztaczny z D.
Zatem (patrz 12.3.1), D jest podzbiorem nigdziegestym. Mamy ponadto réwnosé

Q(4) = Q(A0) U D.
7Z twierdzenia 12.3.3 wynika, ze jesli Q(A) jest zbiorem gestym w R, to Q(Ag) réwniez jest zbiorem

gestym w RT. Zatem, jedli zbiér A jest utamkowo gesty, to takim jest réwniez zbiér Ag. X

12.9.7. Jesli podzbior A C N posiada naturalng gestosé i ta gestosé jest liczbg wieckszq od
zera, to zbior A jest utamkowo gesty. ([HedR]).

D. ([HedR]). Zat6ézmy, ze
0(A) :hmM =u>0.
n

Ustawmy wszystkie elementy zbioru A w ciag: a1 < as < ag < ---. Z twierdzenia 12.8.6 wiemy, ze
wtedy
..n
u = lim —.
an

Niech 0 < g € Q, 0 < € € R. Istnieje wtedy (patrz lemat 12.6.1) liczba naturalna Ny taka, ze

1'<€,
q

n/an
m/am

am 1 ‘

an m/n
dla wszystkich n,m > Ny. Istnieja oczywiscie liczby naturalne n,m, ktore sa wieksze od Ny i takie,
m
ze ¢ = —. Mamy wtedy
n

a 1 €
mo - 1‘ < -
an ¢ q
i stad, po pomnozeniu przez q,
a
- - q‘ <e.
Qn

Ulamek 2™ nalezy do Q(A). Z twierdzenia 12.5.1 wynika wiec, ze zbiér Q(A) jest gesty w RT, a zatem
27
zbiér A jest ulamkowo gesty. X

Zbiér liczb nieparzystych ma naturalna gestosé¢ réwna % Zatem, ze stwierdzenia 12.9.7
wynika:

12.9.8. Zbior wszystkich nieparzystych liczb naturalnych jest utamkowo gesty.
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Zbior wszystkich liczb naturalnych postaci 4k 4+ 3 ma naturalna gesto$é réwna i. Zatem:
12.9.9. Zbior wszystkich liczb naturalnych postaci 4k + 3 jest utamkowo gesty.
7 faktéw 12.9.7 i 12.8.1 wynika nastepujace ogdlniejsze stwierdzenie.

12.9.10. Kazdy postep arytmetyczny {a, a +r, a+ 2r, a+ 3r, ...}, gdzie a,r € N, jest
utamkowo gesty.

Drobna modyfikacja dowodu stwierdzenia 12.9.7 pozwala nam wyslowi¢ nastepne ogdl-
niejsze stwierdzenie. Przypomnijmy, ze jesli A jest podzbiorem zbioru liczb naturalnych, to
przez A(n) oznaczamy liczbe tych wszystkich liczb a ze zbioru A, ktére spelniaja nieréwnosé
a<n.

12.9.11. Niech r > 0 bedzie ustalong liczbg rzeczywistq i niech A bedzie podzbiorem zbioru

liczb naturalnych takim, Ze cigg
A(n)

n'l"
ma granice i granica ta jest wieksza od zera. Wtedy zbidr A jest ulamkowo gesty.
D. (I). Zal6zmy, ze
A
lim ﬂ =u>0
nT
i ustawmy wszystkie elementy zbioru A w ciag:

ap <az <az <---.

A
Wtedy podciag ( (Cin)> réwniez ma granice i ta granica jest réwna u. Ale A(a,) = n. Mamy zatem:
a

n

lim — =4 > 0.

r
n—oo
a’l’L

Niech 0 < ¢ € Q, 0 < ¢ € R. Istnieje wtedy (patrz lemat 12.6.1) liczba naturalna Ny taka, ze

m

ar m/n ’

n/al, <€
m/ag,

a’ 1 ‘_

dla wszystkich n,m > Nj. Istnieja oczywiscie liczby naturalne n,m, ktére sg wieksze od Ny i takie,

) m ap, 1 €, .o
ze ¢ = —. Mamy wtedy |—*-— — 1| < — i stad, po pomnozeniu przez g,
n an g q
aT
— — q’ <e.
a'ﬂ

Utamek &7 nalezy do Q(A). Z twierdzenia 12.5.1 wynika wiec, ze zbiér Q(A)" = {br; be Q(A)} jest
ap

gesty w RT. Spéjrzmy na stwierdzenie 12.5.4. Wynika z niego, ze zbiér Q(A) = (Q(A)’“)% rowniez jest

gesty. Zatem, zbiér A jest utamkowo gesty. X

D. (I1). Dla danej liczby rzeczywistej x > 0 oznaczmy przez A(z) liczbe tych wszystkich elemen-
téw a ze zbioru A, ktére spelniaja nier6wnosé a < x. Jest jasne, ze A(z) = A([z]).
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A
Zalézmy, ze lim@ = u > 01 niech 0 < = < y beda liczbami rzeczywistymi. Istnieje liczba
naturalna ng taka, ze
[xn] >0, [yn] >0, A(zn) >0, A(yn) > 0,

dla wszystkich n > ng. Podciagi (A([:z:n])/[:cn]r) i (A[yn}/[yn]’“), rozpatrywane dla n > ng, maja
wiec dodatnie wyrazy i sa zbiezne do u. Iloraz tych podciagéw jest zatem ciagiem zbieznym i jego
granica jest rowna 1. Poniewaz

lim lynl = (gy

[xn] x

(patrz 12.6.2), wiec

A () >

Istnieje zatem takie nq, ze A(yn) > A(zn) dla n > n;. Stad wynika, ze dla kazdego n > n; istnieje
liczba a,,, nalezaca do zbioru A i taka, ze

nr < ap, <ny.

Niech b bedzie dowolna taka liczba ze zbioru A, ktora jest wieksza od ni. Wtedy bx < ap < by oraz

b,ap € A. Zatem z < % <yi % € Q(A). Zbior Q(A) jest wige gesty w RT. K

12.9.12. Niech f(x) bedzie wielomianem stopnia d > 1 o dodatnim wspdlczynniku wiodgeym
rownym c. Zalézmy, ze f(N) C N oraz, ze f(n) < f(m), gdy n < m, n,m € N. Niech
A= f(N) ={f(n); n e N}. Wtedy

A 1
lim (n) = —

D. Wiemy (patrz lematy 12.6.3 1 12.6.4), ze istnieja takie dodatnie liczby u, v, M, ze

c(k —v) < f(k) < c(k 4+ u)?

dla wszystkich k wigkszych od M. Niech ng bedzie liczba naturalna taka, ze A(n) > M dla wszystkich
n = ng.

Rozpatrzmy dowolna liczbe naturalng n, wieksza od ng. Niech A(n) = k. Wtedy k > M oraz
f(k) <n< f(k+1), azatem

clk—v)t < fk)y<n< flk+1) <clk+1+u)

istad ¢c(k—v) < ¥/n < Je(k+1+u), czyli Je(A(n)—v) < I/n < Je(A(n)+1+u). Po podzieleniu

przez A(n) otrzymujemy nieréwnosci

A(n) — v n An)+1+u
d < < ¢ il /A NS
Ve i a0 <V am
zachodzace dla wszystkich n > ng. Poniewaz lim A(n) = oo, wigc ciagi skrajne sa zbiezne do tej
d
samej granicy, réwnej /c. Z twierdzenia o trzech ciggach wynika zatem, ze lim A\{ﬁ) = {/c i stad
n

Aw) 1
e

otrzymujemy teze: lim
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12.9.13. Jesli f(x) jest wielomianem dodatniego stopnia, o dodatnim wspdlczynniku wiodg-
cym i takim, Ze f(N) C N, to zbior f(N) jest utamkowo gesty.

D. Niech A = f(N) = {f(n); n € N}. Funkcja wielomianowa f(z) jest od pewnego miejsca
rosnaca. Istnieje zatem liczba naturalna p taka, ze

f(n+p) < f(m+p),

gdy n < m, n,m € N. Rozpatrzmy wielomian g(xz) = f(x +p) i niech B = {g(n); n € N}. Z twierdzen
12.9.12 i 12.9.11 wynika, ze zbiér B jest ulamkowo gesty. Ale B C A. Zatem zbiér A réwniez jest
ulamkowo gesty. X

7 twierdzenia 12.9.13 otrzymujemy liczne przyktady zbioréw utamkowo gestych. Stosujac
to twierdzenie dla wielomianu f(z) = rz + a (gdzie a,r € N), otrzymujemy nowy dowdd na
to, ze postepy arytmetyczne sa utamkowo geste (patrz 12.9.10). Zanotujmy inne przyklady.

12.9.14. Zbior {n2 +1; ne N} jest utamkowo gesty.

D. Twierdzenie 12.9.13 dla wielomianu f(z) = 22 + 1. X

12.9.15. Zbior wszystkich liczb tréjkgtnych jest utamkowo gesty.

D. Przypomnijmy, ze liczba tréjkatna nazywamy kazda liczbe naturalng postaci

1
in(n +1).

1 1
Teza wynika z twierdzenia 12.9.13 zastosowanego dla wielomianu f(z) = §x2 + 3% X

12.9.16. Zbior wszystkich liczb tetraedralnych jest utamkowo gesty.

D. Liczbg tetraedralna jest kazda liczba naturalna postaci

1
En(n +1)(n+2)

(patrz na przyklad [N-8]). Teza wynika z twierdzenia 12.9.13, zastosowanego dla wielomianu

flx)= éx(x—i— N(z+2). X

Liczby tréjkatne i liczby tetraedralne mozna zapisaé¢ za pomoca symboli Newtona. Liczba
tréjkatna 2n(n+1) jest réwna (";rl) Liczba tetraedralna gn(n+1)(n+2) jest natomiast row-
na (";2). Powyzsze przyklady 12.9.15 i 12.9.16 sa szczegdélnymi przypadkami naste¢pujacego
ogolniejszego przyktadu.

12.9.17. Przy ustalonym k € N, zbior wszystkich liczb naturalnych postaci

n+k—1
k M

gdzie n € N, jest ulamkowo gesty.
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1
D. Stosujemy twierdzenie 12.9.13 dla wielomianu f(z) = Em(x +1)(z+2)---(z+k-1).K

Wiemy juz (patrz 12.9.3), ze jesli a jest liczba naturalna, to zbiér B(a) = {a"; n € N}
nie jest ulamkowo gesty. Dla danych liczb naturalnych a i b rozpatrzmy zbiér

B(a,b) = B(a) UB(b) = {a"; n e NjU{o"; n e N}.
Mozna udowodnié (patrz 12.11.5):

12.9.18. Jeslia > 2 i b > 2 sq wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi, to zbior B(a,b)
jest utamkowo gesty. ([HedR]).

Stad w szczegdlnosci wynika:
12.9.19. Zbior {2"3m; n,m € No} jest utamkowo gesty.

D. Zbiér ten zwiera ulamkowo gesty zbioér B(2,3). Wystarczy wiec wykorzystaé 12.9.5. X

12.9.20 (Ramanujan). Jezeli N(z) oznacza liczbe liczb naturalnych postaci 2™3™ nie wiek-
szych od x (gdzie n,m € Ny), to
N N 1
lim %:z:) = lim (z) = .
n—o0 In*(z) n—ooIn(2z)In(3z) 2In2-In3

([S59] 267-268).

* S. R. Garcia, V. Selhorst-Jones, D. E. Poore, N. Simon, Quotient sets and diophantine equations,
[Mon] 118(8)(2011) 704-711.

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

12.10 Utamkowa gesto$¢ zbioru liczb pierwszych

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
W tym podrozdziale przedstawimy dowdd nastepujacego twierdzenia Andrzeja Schinzla.

12.10.1 (A. Schinzel 1959). Zbiér wszystkich liczb pierwszych jest utamkowo gesty. Innymi
stowy, zbior wszystkich liczb p/q, gdzie p i q sq to liczby pierwsze, jest gesty w zbiorze liczb
rzeczywistych dodatnich. ([S59) 411, [S88] 165).

Przypomnijmy, ze jesli = jest dodatnia liczba rzeczywista, to przez 7(x) oznacza sie liczbe
liczb pierwszych nie wigkszych od x. W dowodzie twierdzenia 12.10.1 wykorzystuje si¢ znane
klasyczne twierdzenie (prime number theorem):

() lim m(n)In(n)

=1.
Wspominalismy o tym twierdzeniu w [N-4]. Z tego twierdzenia wynikaja nastepujace wnioski.

12.10.2. Dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych spelniajgcych nieréownosé x < y, ist-
nieje liczba naturalna ng taka, zZe
m(nz) < m(ny)

dla wszystkich n = ng. ([S59], [S88]).
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D. ([S59] 410, [S88] 164). Niech 0 < = < y. Z réwnosci (x) otrzymujemy réwnosci
lim M =1 lim M
AT [oa] T

Mamy ponadto, 7(nz) = m([nz]), m(ny) = 7([ny]), lim % = ¥ (patrz 12.6.2) i tatwo wykazaé, ze

=1.

In([ny]) _
n—oc In([nz])

n(ny)
m(nx)

Stad wynika, ze ciag ( ) jest zbiezny i jego granica jest réwna £. Mamy zatem:

lim ==>1.

n—oo m(nw)

m(ny) _y

Istnieje wiec taka liczba naturalna ng, ze dla wszystkich liczb naturalnych n > ng zachodzi nieréwnosé

m(ny)

m(nx)

Mamy wiec: 7(nz) < m(ny) dla n > ng. K

12.10.3. Niech x < y bedqg dodatnimi liczbami rzeczywistymi. Istnieje wtedy taka liczba
naturalna ng, zZe dla kazdej liczby naturalnej n = ng istnieje liczba pierwsza q, spelniajgca
nierownosct

ne < gnp < ny.

(1859], [S88)).

D. Niech z bedzie liczba rzeczywista taka, ze < z < y. Istnieja wtedy (na mocy 12.10.2) takie
liczby naturalne ny i ng, ze
m(nz) < w(nz)

dla n > n; oraz w(nz) < w(ny) dla n > ny. Liczbe max(ny, ne) oznaczmy przez ng. Dla wszystkich
n = ng zachodza wiec dwie nieréwnosci

m(nz) <7w(nz) 1 w(nz) < w(ny),
a zatem istnieja liczby pierwsze p, ¢ takie, ze
nr<p<nz, nz<qg<ny.
Przyjmujemy ¢, = p i mamy nz < g, < ny. X

Teraz mozemy juz udowodnié¢ twierdzenie 12.10.1.

Dowdéd twierdzenia 12.10.1. ([S59] 410, [S88] 164). Niech x, y beda liczbami rzeczywistymi
takimi, ze 0 < = < y. Istnieje wtedy (patrz 12.10.3) liczba naturalna ng taka, ze dla kazdej liczby
naturalnej n > ng w przedziale (nz, ny) znajduje sie co najmniej jedna liczba pierwsza. Poniewaz liczb
pierwszych jest nieskonczenie wiele, istnieje liczba pierwsza p, ktora jest wieksza od ng. W przedziale
(pz, py) znajduje sie wiec jakas liczba pierwsza q. Wtedy

pr < q<py

i mamy: z < gy. Zbiér wszystkich liczb pierwszych jest wiec ulamkowo gesty. X
p
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W przedstawionym dowodzie istotna role odegrala réwnosé (). Zanotujmy jeszcze jeden
wniosek wynikajacy z tej réwnosci, o ktérym wspominaliSmy w [N-2].

12.10.4 (W. Sierpinski 1951). Dla dowolnego skoriczonego ciggu cyfr (ukladu dziesietnego)
C1,Co,...,Cnp istnieje liczba pierwsza, ktorej m poczgtkowymsi cyframi sq kolejno cq, ..., .
([S59], [Trost] 51, [S88]).

D. ([S59] 412). Niech a bedzie m-cyfrowa liczba naturalna, ktérej cyframi sa kolejno ¢, ¢a, .. ., ¢
Niech z = a, y = a + 1. Wtedy 0 < x < y, a wigc (patrz 12.10.3) istnieje liczba naturalna ng taka,
ze dla kazdej liczby naturalnej n > ng w przedziale (nx,ny) znajduje sie co najmniej jedna liczba
pierwsza. Niech s bedzie taka liczba naturalna, ze 10° > ng. Wtedy w przedziale (210°, y10°) znajduje
sie jakas liczba pierwsza p. Poniewaz

10°%a < p < 10%°(a + 1),
wiec poczatkowymi cyframi liczby pierwszej p sg kolejno c¢q,co, ..., cp. K
Stad otrzymujemy natychmiast:
12.10.5. Dlia dowolnego skoriczonego ciggu cyfr (ukladu dziesietnego) c1,ca, ..., cp, istnieje

nieskonczenie wiele liczb pierwszych, ktorych m poczgtkowymsi cyframi sq kolejno c1, ..., ¢m.
(1859], [Trost] 51, [S88]).

% D. Hobby, D. M. Silberger, Quotients of primes, [Mon]| 100(1993) 50-52.
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12.11 Zbiory geste i ciggi liczb naturalnych
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
W tym podrozdziale podamy pewne przyktady gestych podzbioréw w RT postaci

{an; n,m &N } ,
bm,
gdzie (an) i (by) sa nieskonczonymi ciagami liczb naturalnych. W poprzednim podrozdziale

zajmowalidmy sie zbiorami tego typu przy dodatkowym zalozeniu, ze ciagi (a,,) i (by,) sa takie
same. Teraz nie bedziemy tego zaklada¢. Zanotujmy najpierw dwa proste stwierdzenia.

12.11.1. Niech (ay) @ (by) bedg ciggami dodatnich liczb rzeczywistych i niech

A:{an; n,mGN}, B:{bn; n,mEN}.
bm, am

Jesli zbior A jest gesty w R, to zbiér B réwniez jest gesty w RT.

D. Zalézmy, ze A jest geste w R i niech x,y beda liczbami rzeczywistymi takimi, ze 0 < z < .
Mamy wtedy nieréwnosé

1 1
- < -
y oz
S an . .1 1
Istnieje wiec liczba u = b nalezaca do A taka, ze — < u < —. Stad mamy:
m Y z
1 b
r<-<y i —-=-"¢€B.
U U ap
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Zatem zbiér B jest (na mocy 12.5.1) gesty w RT. X

W tym podrozdziale méwié bedziemy, ze dany ciag (a,,) jest specjalny, jesli dla dowolnych
dodatnich liczb rzeczywistych = < y istnieje liczba naturalna ng taka, ze dla wszystkich
n = ng w przedziale (nx, ny) znajduje sie co najmniej jeden wyraz ciagu (ay,).

12.11.2. Niech (ay,) i (by) bedq takimi ciggami liczb naturalnych, zZe lima, = co i limb, =
0o. Jesli co nagmniej jeden z tych ciggow jest specjalny, to zbiory

A:{Z"; n,mEN}, B:{bn; mmEN}

m m

sq geste w RT.

D. Zalézmy, ze ciag (a,) jest specjalny. Niech 0 < x < y, € R, y € R i niech ng bedzie liczba
naturalng wystepujaca w powyzszej definicji ciagu specjalnego. Poniewaz limb,, = oo, wiec w ciagu
(by) istnieje wyraz by, ktéry jest wiekszy od ng. Woéwczas w przedziale (b, z, byy) znajduje sie co
najmniej jeden wyraz ciagu (a,); niech to bedzie wyraz a,,. Wtedy

a
r< <y
b,

Zbiér A jest wigc (na mocy 12.5.1) gesty w RT. Gestosé zbioru B wynika z 12.11.1. X

Wiemy (patrz 12.10.3), ze ciag (pn), kolejnych liczb pierwszych, jest specjalny. Wiemy
réwniez (patrz stwierdzenia 12.9.12, 12.9.13 i drugi dowdd twierdzenia 12.9.11), ze specjalnym
jest kazdy ciag postaci (f(n)), gdzie f(x) jest wielomianem dodatniego stopnia o dodatnim
wspoélezynniku wiodacym i takim, ze f(N) C N. Mamy zatem kolejne przyklady gestych
podzbioréw zbioru dodatnich liczb rzeczywistych.

12.11.3. Nastepujgce zbiory sq gestymi podzbiorami w RT.

{n2]:—1; pGIP’,nEN}, {4n+1; pEIP’,nGN}, {2%, pGIP’,nEN},
2n_1;p€P,n€N, 22n+1;p€IP’,n€N, ﬂ;pGP,nEN,
p Un,
{27;;1; n,mEN}, {;%’ n,mEN}, {5;, n,mEN},
{ngt;l; n,mGN}, {%’ n,mGN}, {;:L, n,mEN}.
Oznaczenia: = zbior liczb pierwszych, u, = n-ta liczba Fibonacciego, t, = n-ta liczba

trojkgtna, T, = n-ta liczba tetraedralna. Mamy tu rowniez liczby Mersenne’a 2™ — 1 i liczby
Fermata 22" + 1.
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W nastepnych przyktadach wykorzystamy twierdzenie Kroneckera.

n

2
12.11.4. Zbior {S—m, n.m € N} jest gestym podzbiorem w RT.

D. Niech z,y € R*, 0 < z < y. Poniewaz logs 2 jest dodatnig liczba niewymierna oraz
logs x < logs v,
wiec (na mocy twierdzenia 12.7.4) istnieja takie liczby naturalne m,n, ze
logs x < mlogs2 —n <logsy.

Mamy wtedy kolejno:
n +log; z < mlogs 2 < n + logs v,
logs(3"x) < logz(2™) < logy(3"y),
3nr < 2™ < 3y
2

ist@dx<£<y.@

W podobny sposéb wykazujemy:

12.11.5. Jesli a, b sq wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi wiekszymi od 1, to zbior
an
{b—m; n.m € N}
jest gestym podzbiorem w RY. Stgd w szczegdlnisci wynika, Ze zbidr
B(a,b) = {a"; ne N} U{b"; n e N}

jest utamkowo gesty.

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
12.12 Inne przyklady zbioréw gestych

0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

12.12.1. Jesli (ay) jest ciggiem takim, Ze lima, = oo oraz A = lim(ap4+1 — ay) = 0, to zbior

{an — G N,M E No}
jest gesty w R. ([K-pv] 117-118).
D. Niech z,y beda liczbami rzeczywistymi takimi, ze * < y. Udowodnimy, ze pomiedzy x i y

znajduje sie co najmniej jedna liczba ze zbioru A.

Zal6zmy najpierw dodatkowo, ze & > 0. Niech ¢ = y — x. Poniewaz lim(a,4+1 — a,) = 0, istnieje
liczba naturalna m taka, ze
lan, — an—1] < ¢

dla wszystkich n > m. Niech n bedzie najmniejsza liczba naturalna spelniajaca nieréwnosci n > m
oraz a, > a, + x. Taka liczba n istnieje, gdyz lim a,, = co. Wtedy a,—1 < @y, + = 1 mamy:

an<an—1+€<am,+x+5:am+y-
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Zatem T + a., < ap < @y +y istad x < ap — ap < y.

Niech teraz z < 0. Jedli y > 0, to (na mocy pierwszej czesci tego dowodu) istnieje takie a € A,
ze 0 < a < y i mamy wtedy x < a < y. Niech wiec y < 0. Wtedy —y < —x oraz —y > 0. Istnieje
wiec liczba a = a,, — a,, € A spelniajaca nieréwnosci —y < a < —x. Wtedy = < —a < y i liczba
—a = G, — ap, nalezy do zbioru A. X

Stad w szczegdlnosci wynika:

12.12.2. Zbidry {\/ﬁ— Vm; m,n € No} i {{’/ﬁ— m; m,n € No} sq gestymi podzbiorami
zbioru liczb rzeczywistych. Ogdlniej, kazdy zbior postaci

{Vin = v/ m.n € No},
gdzie 2 < s € N, jest gesty w R. ([Putn] 1990, [K-pv] 117-118).
12.12.3. Jesli f : RT — R jest funkcjq takq, Ze
Jim f@)= o0, lim f(z) =0,

to cigg a, = f(n) spelnia zalozenia podane w 12.12.1. ([K-pv] 117-118).

Przez {z} oznaczamy cze$é¢ utamkowsa liczby rzeczywistej x.

12.12.4. Jesli A jest liczbg niewymierng, to zbior

{{n)\}; n e N}
jest gesty w przedziale (0,1). ([S59] 265, [HW4], [HedR]).

D. Niech z,y € R, 0 < & < y < 1. Wykazemy, ze istnieje liczba naturalna n taka, ze © < {nA} < y.

Przypadek 1. Zalézmy, ze A > 0. Niech M bedzie liczba naturalna taka, ze MA > y. Na mocy
twierdzenia Kroneckera 12.7.3, istnieja takie liczby calkowite a,b, ze a > M oraz © < aA+b < y.
Wtedy n = a jest liczba naturalng oraz b < 0 (jesli b > 0, to mamy sprzecznosé:

y<MA<ad<ar+b<y.

Niech b = —m, m € N. Poniewaz 0 < nA\ —m < 1, wigc m = [pA] i stad a\ + b = n\ — [nA] = {nA}.
Zatem, z < {nA} <y.

Przypadek 2. Zalézmy, ze A < 0. Mamy nieréwnosci 0 < 1 —y < 1 —x < 1. Poniewaz —\ jest
dodatnia liczba niewymierna, wiec (na mocy twierdzenia 12.7.4) istnieja takie liczby naturalne n, m,
ze

l—y<n(-A)—-m<1l-z.

Wtedy oczywiscie m = [—nA] i mamy:
n(=A) —m = —mA — [-n\] = {-nA} =1 - {nA}.

Zatem 1 —y <l—{nA\} <l—zistad z < {nA\} <y X
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12.12.5 (V. Jarnik). Jesli A jest liczbg niewymierng, to zbior

{{P}; peP}

jest gesty w przedziale (0,1). ([S59] 267).

12.12.6. Zbior wszystkich liczb wymiernych postaci

1 1 1
+ + -+ ,
n+1 n-+2 n—+m

gdzie n,m € N, jest gesty w zbiorze [0,00). ([Cmj] 28(5)(1997) 5.409).

12.12.7. Zbiér {W, n € N} jest gesty w przedziale (0,1). ([S59] 210).
n

en+1)

12.12.8 (A. Schinzel 1954). Zbior {
p(n)

3 nE N} jest gesty w zbiorze RT. ([S59] 210).
12.12.9. Przez o(n) oznaczamy sume wszystkich dzielnikéw naturalnych liczby naturalnej
n. Zbior
n
jest gesty w przedziale (1,00). ([S59] 247).

12.12.10. Zbior {sin T, X € Z} jest gesty w przedziale [—1, 1]. ([Mat] 4/1988 224).

% Lukasz Jaworski, Geste podzbiory zbioru liczb rzeczywistych, [Pmgr] 2011.
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pierécien
Z[z], 130, 131
Zs[x], 130-133
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bez dzielnikéw zera, 131
ilorazowy, 131-133
z jednoznaczno$cig rozkladu, 133
pierwiastek wielomianu, 129, 144-147, 149
pigeonhole principle, 53
pochodna, 201
podciag, 186, 187
podzbiér, 172, 173, 185
nieskonczony, 9, 49
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przez 8, 60, 158
przez 9, 11
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przez 21, 61
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wielokata, 137, 166
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piatki, 139
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Eulera, 172
na plaszczyznie, 135, 137, 141, 161-164, 172
prostopadla, 162
w przestrzeni, 163
proste, 162, 163
prostopadte, 172
przecinajace sie¢, 160
rownolegte, 163
prostokat, 65, 74, 164, 165
przekatna, 66, 165-167, 171
przekrdj zbioréw, 173
przestrzen
metryczna, 175
topologiczna, 173
punkt, 136, 139, 154, 156, 160-166, 171, 172
Fermata, 160
kratowy, 135-141, 156, 166
okregu, 81, 139, 140, 166, 172
staty, 21
stycznosci, 144, 146
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ranga ciagu, 4, 121-130, 132, 133
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reszta z dzielenia, 54, 61, 124, 130
rodzina zbioréw, 45, 48, 51

tancuch, 45, 47
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réwnoleglobok, 136, 137, 165, 166, 171
rozbicie zbioru, 49-51
rozklad kanoniczny, 57, 110, 111
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kongruencji, 62
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niezerowe, 62
rozwiniecie dziesietne, 55

siedmiokat, 164, 167
silnia, 47-49, 58, 196
sinus, 144, 145, 149, 150, 152, 202
sinusoida, 163
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tozsamos$é Eulera, 118
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Herona, 156-158
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rozwartokatny, 136, 150
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wyraz partycji, 111
wysoko$¢, 147, 148
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brzegowy, 174
domkniety, 173
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liczb catkowitych, 1, 18-21, 47, 130, 131
liczb naturalnych, 1, 23, 45, 49, 185
liczb pierwszych, 1, 199, 202
liczb rzeczywistych, 1, 22, 140, 153, 177
liczb wymiernych, 1, 45, 51, 122, 133, 177, 202
liczb zespolonych, 1
nieprzeliczalny, 45
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